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Abstract

The Lagrangian of Poincaré gauge theory is fourth degree in Lorentz gauge fields. It

may be possible that some componnents have non-zero vaccum expected values. As

a preliminary examination, in the case which Lorentz gauge fields are dominant, we

investigate the energy of 0± components of Lorentz Gauge Fields. It is found that i)

no propagating 0± modes exist and ii) vaccum expected values of 0± are zero when

the mass terms of 0± components exist.
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1 はじめに

ポアンカレゲージ理論 1, 2)は，局所対称性として，

推進変換，ローレンツ変換を持つゲージ理論である．

局所対称性を保証する場として，四脚場とローレン

ツゲージ場が導入され，一般的に定式化されている．

そのため，ゲージ場のラグランジュアン密度は宇宙

項を別として 10個のパラメータを含む．この理論

は多くの伝播モードを含みうる．伝播モードの弱場

近似での研究は多くの研究者によって行われている．

伝播モードがタキオンでなく，古典的エネルギーが

正定値である条件や伝播関数の留数を調べモード

のノルムが正定値である条件が弱場近似で調べられ

ている．その結果は，ローレンツゲージ場が質量項

をもつ場合については，矛盾しない結果が得られて

いる 3, 4, 5)．ローレンツゲージ場が質量項を持たな

い場合は，互いに矛盾する結果が発表されていたが
6, 7, 8, 9, 10, 11, 12)，より弱い条件で，慎重な扱いによ
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り可能な理論のリストが作成された 13)．ローレン

ツゲージ場のある成分が質量項を持ち，他の成分が

質量項を持たない場合は，不十分な扱いがあるのみ

である．いずれにせよ，これらの研究により理論の

パラメータにいくつかの制限が付くが，多くのパラ

メータが未定のまま残っている．

ポアンカレゲージ理論のラグランジュアン密度に

はローレンツゲージ場について 4次の項を含む．そ

のため，ローレンツゲージ場が真空期待値を持つ可

能性がある．予備的な研究として，四脚場がローレ

ンツゲージ場に比べ無視できるという仮定のもと，

回転対称な成分，0± 成分について，真空期待値を

持ちうるかどうかを調べることを目的とする．ロー

レンツゲージ場の方程式と正準エネルギーを調べ，

他の論文の結果と合わせ結論を導く．

本論文の構成は次の通りである．第 2 節では，ポ

アンカレゲージ理論のラグランジュアン密度，場の

方程式などを示し，理論の定式化を行う．第 3 節で
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は，場の方程式，エネルギーから 0±成分の真空期

待値を解析し，パラメータの制限を調べる．第 4 節

では，これまでの研究結果を考慮し，可能な理論に

関し議論する．第 5 節で結論をまとめる．

2 ポアンカレゲージ理論

ポアンカレゲージ理論は，推進変換とローレンツ

変換を局所化したゲージ理論であり，四脚場 bk
µ 1

, ローレンツゲージ場 Akl
µ が導入される．本研究

での理論の定義は文献 4)と同じである．4 脚場と

ローレンツゲージ場の 1 階微分について高々 2 次

で，空間反転に対し不変であり，宇宙項のない，最

も一般的な作用積分は

I =

∫
d4x(LM + LG), (1)

LM = bL0(q
A, Dkq

A),　 (2)

LG = b(α T Cklm TCklm + β V Ck V Ck

+γ ACk ACk + a1AklmnA
klmn

+a2BklmnB
klmn + a3CklmnC

klmn

+a4EklE
kl + a5GklG

kl + a6F
2

+aF ) (3)

で与えられている2．α，β，γ，a と ai (i = 1 ∼
6) は任意のパラメータである．物質場 qA(x) (A =

1, 2, · · · , N) のラグランジュアン密度 LM は，特殊

相対論での物質場のラグランジュアン密度 L0 =

L0(q
A, qA,µ) において物質場の微分 qA,µ

3 を共変

微分

　Dkq
A = bk

µ

(
qA,µ − i

2
Akl

µ(Sklq)
A

)
(4)

に置き換えたものである．ここで，Skl
A
B は物質

場 qAのローレンツ変換の無限小生成演算子である．

また，Dirac 場に関しては γµ を γk に，スカラー

場，ベクトル場については ηµν を gµν = ηklb
k
µb

l
ν

に置き換えている．さらに，作用積分に不変体積要

素 b d4x が現れるようにラグランジュアン密度に

b = − det bkµ を含む．ただし，4 脚場 bk
µ の双対

場 bkµ は

　 bkµb
lµ = δk

l, bkµb
kν = δµ

ν (5)

1局所的な推進変換は一般座標変換である．スピノール場は
ローレンツ変換の既約 2 価表現であるが，一般座標変換の既約
表現でないことが知られている．そこで，各点で接空間を考え，
その接空間でスピノール場を定義する．各点での接空間 (ラテ
ン文字の添え字で表す)と座標空間（ギリシャ文字の添え字で表
す）を結ぶものとして 4 脚場 bk

µ が導入される
2ラテンの添え字 k, l,m, · · · は，ミンコフスキー計量 (ηkl) =

diag(−1, 1, 1, 1) と (ηkl) = (ηkl)
−1 を用いて上げ下げをする．

この論文では主に論文 4) の記号法を用いる．
3qA の微分 ∂qA/∂xµ を ∂µqA または qA,µ と略記する．

で定義される．ゲージ場のラグランジュアン密度LG

は， 4 脚場の強さ，ローレンツゲージ場の強さ4

Cklm = 2bkνb[l
µbm]

ν
,µ − 2Ak[lµbm]

µ , (6)

Fklmn = 2b[n
µbm]

ν(Aklν,µ −ApkµA
p
lν) (7)

の規約成分

TCklm = C(kl)m
−1

3 (ηkl
V Cm−ηm(k

V Cl)) ,
V Ck = Cl

lk ,
ACk = 1

6ϵklmnClmn ,

Aklmn = Fklmn − Fkmln + Fknlm

+Flmkn − Flnkm + Fmnkl ,

Bklmn = Dklmn+Dmnkl

−Dknlm−Dlmkn ,

Cklmn = Dklmn −Dmnkl ,

Ekl = 2F[kl] ,

Gkl = 2F(kl) − 1
2ηklF ,

F = Fkl
kl

(8)

で与えられている5 ．ただし，ϵklmn はミンコフス

キー時空での完全反対称テンソルであり，ϵ0123 = 1

とし, Dklmn と Fkl は

Dklmn = Fklmn − 1

2
(ηkmFln

+ηlnFkm−ηlmFkn−ηknFlm)

+
1

6
(ηkmηln − ηlmηkn)F , (9)

Fkl = Fkml
m (10)

である．局所推進変換（一般座標変換）と局所ロー

レンツ変換は

xµ → xµ′ = xµ + ϵµ(x) ,

qA(x) →
qA

′
(x′) = qA(x) + i

2ω
kl(x)(Sklq(x))

A ,

bk
µ(x) →
bk

µ′
(x′) = bk

µ(x) + ∂νϵ
µ(x)bk

ν(x)

+ ωk
l(x)bl

µ(x) ,

Akl
µ(x) →
Akl

µ
′
(x′) = Akl

µ(x) + ∂µω
kl(x)

+ ωk
m(x)Aml

µ(x)

+ ωl
m(x)Akm

µ(x)

− ∂µϵ
ν(x)Akl

ν(x)

(11)

で定義される．ここで, 推進変換のパラメータ ϵµ(x)

とローレンツ変換のパラメータωkl(x)は座標の無限
4共変微分 Dk の交換関係は DkDl − DlDk =

i
2
FmnklS

mn + Cm
klDm となる．

5A···(k···l)··· =
1
2
(A···k···l··· +A···l···k···) , A···[k···l]··· =

1
2
(A···k···l··· −A···l···k···) .
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小任意関数である．場の強さ，およびその規約成分

は推進変換に対し不変であり，ローレンツ変換に対

し共変である．よって，物質場の作用積分
∫
LMd

4x

およびゲージ場の作用積分
∫
LGd

4xは，これらの

変換のもとで不変である．

ラグランジュアン密度のなかの 4 つの不変量，
TCklm TCklm, V Ck V Ck, ACk ACk, F は ローレン

ツゲージ場の 2次の項を含むので ローレンツゲー

ジ場は質量を持つことが出来る．質量項の存在は素

粒子の電弱相互作用および強い相互作用のゲージ理

論と異なるポアンカレゲージ理論の特徴である．

この作用積分は次の形に書き換えることが出来る．

IG =

∫
d4x

{
− 1

2κ
bR+ ∂µ

(
1

κ
bbnµV Cn

)
+ Lmix + LL

}
, (12)

だだし，R は gµν = bkµb
k
ν とした時のクリストッ

フェルの接続から定義されたスカラー曲率である．ク

リストッフェルの接続
{

λ
µ ν

}
，曲率テンソル Rµ

νλρ，

Ricci テンソル Rµν，スカラー曲率 R の定義は次

の通りである．

{
λ
µ ν

}
=

1

2
gλρ(∂µgρν+∂νgµρ−∂ρgµν) , (13)

Rµ
νλρ = ∂λ

{
µ
ν ρ

}
− ∂ρ

{
µ
ν λ

}

+
{

µ
σ λ

}{
σ
ν ρ

}
−

{
µ
σ ρ

}{
σ
ν λ

}
,　(14)

Rµν = Rλ
µνλ ,　 (15)

R = Rµνg
µν .　 (16)

また，Lmix，LL は

Lmix = b
{(

α+
2

3
a

)
TCklm T Cklm

+

(
β − 2

3
a

)
V Ck V Ck

+

(
γ +

3

2
a

)
ACk ACk

}
, (17)

LL = b(a1AklmnA
klmn + a2BklmnB

klmn

+ a3CklmnC
klmn + a4EklE

kl

+ a5GklG
kl + a6F

2) (18)

で定義される．Lmix は 4 脚場の微分とローレンツ

ゲージ場が混在しているラグランジュアン密度であ

り，LL は 4 脚場の微分を含まないローレンツゲー

ジ場のラグランジュアン密度である．

条件 α + 2a/3 = β − 2a/3 = γ + 3a/2 = 0 を仮

定すると，Lmix が消え，ローレンツゲージ場の質

量項がなくなる．さらに，ローレンツゲージ場が零

であるとすると作用積分は一般相対論のものと等価

になる．

作用積分より，bkµ に対する場の方程式は

(M)

T
kµ = −2bl

µbm
νDνI

klm − 2bl
µ V CmIklm

+bpµ CplmIklm − 2bp
µ ClmkIplm

−2bp
µFlmn

kH lmnp + bkµLG/b (19)

となり，Aklµ に対する場の方程式は

(M)

S
klµ = −4bmµbn

νDνH
klmn−2brµ CrnmHklmn

−4bm
µ V CnHklmn − 4bm

µI [kl]m (20)

となる．ただし，Hklmn，Iklm，
(M)

T kµ，
(M)

S klµ，

DµI
klm，DµH

klmn は

Hklmn = 12a1A
klmn + 8a2B

[kl][mn]

+4a3C
klmn

+2a4(E
k[mηn]l − El[mηn]k)

+2a5(G
k[mηn]l −Gl[mηn]k)

+2a6Fη
k[mηn]l

+aηk[mηn]l , (21)

Iklm = 2α TCk[lm] + 2βηk[l V Cm]

+
1

3
γϵrklm ACr , (22)

(M)

T
kµ = bl

µ ∂LM

∂DlqA
(Dkq)

A−bkµLM ,(23)

(M)

S
klµ =

∂LM

∂qA,µ

i(Sklq)A , (24)

DµI
klm = Iklm,µ −Ak

pµI
plm

−Al
pµI

kpm −Am
pµI

klp , (25)

DµH
klmn = Hklmn

,µ −Ak
pµH

plmn

−Al
pµH

kpmn −Am
pµH

klpn

−An
pµH

klmp (26)

と定義されている．

また，ゲージ場の正準エネルギーH =
∫
Hd3 を

与えるエネルギー密度Hは

H = 2bIklmbl
αbm

0bkα,0

−2bHklmnbm
αbn

0Aklα,0 − LG (27)

である．

3 ローレンツゲージ場の 0± 成分

ローレンツゲージ場が支配的である状況で，ロー

レンツゲージ場の 0±成分を調べる．ローレンツゲー

ジ場が将来加速器実験等で測定に掛かる可能性があ

るのはこのような状況であるから，この仮定のもと
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で可能なパラメータを絞ることは意味があることで

ある．弱場近似での伝播モードを調べた二つの論文

があるが，林・白藤の論文 3)では四脚場とローレン

ツゲージ場について線形近似を行い，宮本らの論文
4)ではローレンツゲージ場が支配的である状況を考

え，四脚場の重力場成分 ck
µ = ck

µ − δµk を零とし

て，ローレンツゲージ場のみの線形近似を行い解析

をしている．これを自由場近似と呼んでいる．この

二つの論文は対応する結果をもたらしている．

四脚場の重力場成分 ck
µ = ck

µ − δµk は無視でき，

ローレンツゲージ場は 0±成分のみ真空期待値を持

つと仮定し，

qA = 0 (28)

bk
µ = δµk (29)

Aklm = (δ0kηlm − δ0l ηkm)ϕ+ ϵ0klmψ (30)

とする．ここで ϕ, ψは，それぞれ，ローレンツゲー

ジ場の 0+, 0−成分を表し，座標 xµに依らない定数

であるとする．

場の動方程式 (20)は

0 = ϕ
{
− 48(a5 + 3a6)ϕ

2

+ 48(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)ψ
2

+ 18(β − 2

3
a)
}
, (31)

0 = ψ
{
16(a5 + 3a6)ψ

2

− 16(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)ϕ
2

− 8

3
(γ +

3

2
a)
}

(32)

となる．これより，0+, 0− 成分 ϕ, ψ は零ではない

真空期待値を取りうる可能性がある．

次に，正準エネルギー H を調べる．正準エネル

ギー密度H(33)は，

H = −12(a5 + 3a6)ϕ
4 − 12(a5 + 3a6)ψ

4

+24(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)ϕ
2ψ2

+9(β − 2

3
a)ϕ2 + 4(γ +

3

2
a)ψ2 (33)

となる．当然ながら，場の方程式はエネルギー密度

Hの極値を与える条件となっている．ここで，エネ
ルギー密度Hが最小値を持つための条件を調べる．
式 (33)の ϕ, ψの 4次項の解析より

a5+3a6 ̸=0のとき a5+3a6<0, 9a1+a3>0 (34)

を得る．a5 + 3a6 = 0のときは

H = 96(9a1 + a3)ϕ
2ψ2

+9(β − 2

3
a)ϕ2 + 4(γ +

3

2
a)ψ2 (35)

となるので

a5+3a6=0のとき

9a1+a3≥0, β− 2

3
a≥0, γ+

3

2
a≥0 (36)

が必要である．さらに，ϕ, ψが零でない値を取りう

るかどうか，取りうるときの値を調べることができ

るが，次節での議論には影響しないので結果は示さ

ない．

4 可能な理論

前節で正準エネルギー密度 Hが最小値をもつ条
件 (34), (36)を導いた．これと，ローレンツゲージ

場の伝播モードを調べた結果を組み合わせ結論を導

く．宮本ら 4) は，すべての質量項が存在するとき

に，自由場近似で伝播モードを調べて，0±, 1±, 2±

の伝播モードが存在する可能性が示し，各伝播モー

ドがタキオンではなく正定値のエネルギーを持つ条

件を得ている．0± 伝播モードに対する結果は

0+モードに対し a5 + 3a6 > 0, β − 2

3
a > 0 (37)

0−モードに対し 9a1 + a3 < 0, γ +
3

2
a > 0, (38)

である．それぞれの 1つ目の条件の左辺のパラメー

タ式が零の場合，伝播モードが消失する．Sezginと

Nieuwenhuizen5)も，すべての質量項が存在すると

きにローレンツゲージ場の伝播関数の解析し，同じ

結果を得ている．すべての質量項が存在しないとき

は，筆者らがエネルギーを調べた結果 6)，伝播関数

を調べた結果 13)があり，共に 0±伝播モードに対し

0+モードに対し a5 + 3a6 > 0, β − 2

3
a = 0 (39)

0−モードに対し 9a1 + a3 < 0, γ +
3

2
a = 0 (40)

を得ている．質量項の一部が存在しない場合につい

ても，未発表であるが，筆者の伝播関数についての

解析があり，結果はこれらの組み合わせになる．

正準エネルギー密度 Hが最小値をもつ条件と伝
播モードの条件は両立しない，そのため，伝播する

0± モードは存在しない．すなわち，条件

9a1 + a3 = 0, a5 + 3a6 = 0 (41)

を満たされることになる．このとき，

H = 9

(
β − 2

3
a

)
ϕ2 + 4

(
γ +

3

2
a

)
ψ2 (42)

となり，Hが最小値をもつ条件は β − 2
3a ≥ 0, γ +

3
2a ≥ 0となる．0±それぞれの質量項が存在すると
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き，すなわち β− 2
3a > 0, γ+ 3

2a > 0のとき，ϕ, ψ

の真空期待値は零のみが許される．条件 9a1+a3 =

0, a5 + 3a6 = 0, β − 2
3a = 0, γ + 3

2a = 0が満たさ

れているときは，0± 成分の自由度が突発的局所変

換の自由度になっているのではないかと考える．

以下では，得られた結果についていくつかコメン

トを加える．

ローレンツゲージ場が支配的な状況を仮定し解析

したが，この結果は，仮定しない場合に比べより厳

しい条件を与える可能性がある．四脚場の重力成分

とローレンツゲージ場の寄与の大きさについて仮定

を行わない解析が必要である．二つの場合の解析結

果の比較は興味深い．

ポアンカレゲージ理論においても F (R)理論のよ

うな高次の項を導入する拡張が可能である．関数を

うまく選べば，エネルギーの下への有界性は保証さ

れるので，ϕ, ψがゼロでない値を取りうる可能性が

生じる．ただし，ここでの議論は初めからやり直す

必要がある．

5 おわりに

ローレンツゲージ場が支配的である状況で，0±

成分について，エネルギーが最小値をもつ条件と自

由場近似での伝播モードでの条件を組み合わせ，0±

伝播モードは存在しない，β − 2
3a > 0, γ + 3

2a > 0

のとき 0±成分の真空期待値は零であることを示し

た．他の成分に関する同様な解析やローレンツゲー

ジ場が支配的であるという仮定を外した一般的な解

析が次の課題である．
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