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Abstract

　 The Lagrangian of Poincaré gauge theory is fourth degree in Lorentz gauge fields.

It may be possible that some componnents have non-zero vaccum expected values.

In the case which Lorentz gauge fields are dominant, we investigate the energy of

Lorentz Gauge Fields. It is found that i) the energy in the off-shell case is not

bounded below and ii) the vaccum expected values of 0± components of Lorentz

Gauge Fields are zero.
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1 はじめに

ポアンカレゲージ理論 1, 2) は，局所対称性とし

て，推進変換，ローレンツ変換を持つゲージ理論で

あり，局所対称性を保証する場として四脚場とロー

レンツゲージ場を有し，一般的に定式化されてい

る．そのため，10個のパラメータを含み，多くの重

力理論を含む理論的な枠組みととらえられる．多く

の研究者によって，伝播モードの弱場近似での研究
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)が行われ，パラメータにいくつかの制

限が付けられたが，多くのパラメータが未定のまま

残っている．

ところで，ポアンカレゲージ理論は，ローレンツ

ゲージ場について，2次と 4次の項を含むため，ロー

レンツゲージ場が真空期待値を持つ可能性がある．

予備的な研究として，前論文 10)では，四脚場がロー

レンツゲージ場に比べ無視できるという仮定のもと，

回転対称な成分，0± 成分について，真空期待値を
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持ちうるかどうか，正準エネルギーの下への有界性

を調べた．本研究では，すべての成分について，正

準エネルギーの下への有界性を調べる．また，下へ

の有界性を仮定しない場合について，真空期待値を

持ちうるかどうかも調べる．

本論文の構成は次の通りである．第 2 節では，ポ

アンカレゲージ理論のラグランジュアン密度，場の

方程式などを示し，理論の定式化を行う．第 3 節で

は，正準エネルギーの一般的な解析を行う．第 4 節

では，ローレンツゲージ場の回転に対し不変な真空

期待値を調べる．第 5 節で結論をまとめる．

2 ポアンカレゲージ理論

ポアンカレゲージ理論の定式化は，前論文 10) で

行っているので，簡単に概要を記す．詳細は文献 4)

を参照せよ．本理論は推進変換とローレンツ変換を

局所化したゲージ理論であり，四脚場 bk
µ, ローレ

ンツゲージ場 Akl
µが導入される．4 脚場と ローレ

ンツゲージ場の 1 階微分について高々 2 次で，空
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間反転に対し不変であり，宇宙項のない，最も一般

的な作用積分は

I =

∫
d4x(LM + LG), (1)

LM = bL0(q
A, Dkq

A),　 (2)

LG = b(α T Cklm TCklm + β V Ck V Ck

+γ ACk ACk + a1AklmnA
klmn

+a2BklmnB
klmn + a3CklmnC

klmn

+a4EklE
kl + a5GklG

kl + a6F
2

+aF ) (3)

で与えられている 1．α，β，γ，a と ai (i = 1 ∼
6) は任意のパラメータである．物質場 qA(x) (A =

1, 2, · · · , N) のラグランジュアン密度 LM は，特殊

相対論での物質場のラグランジュアン密度 L0 =

L0(q
A, qA,µ) において物質場の微分 qA,µ

2 を共変

微分

　Dkq
A = bk

µ

(
qA,µ − i

2
Akl

µ(Sklq)
A

)
(4)

に置き換えたものである．ここで，Skl
A
B は物質場

qAのローレンツ変換の無限小生成演算子である．さ

らに，作用積分に不変体積要素 b d4x が現れるよう

にラグランジュアン密度に b = − det bkµを含む．た

だし，4 脚場 bk
µ の双対場 bkµ は

　 bkµb
lµ = δk

l, bkµb
kν = δµ

ν (5)

で定義される．ゲージ場のラグランジュアン密度LG

は， 4 脚場の強さ，ローレンツゲージ場の強さ 3

Cklm = 2bkνb[l
µbm]

ν
,µ − 2Ak[lµbm]

µ , (6)

Fklmn = 2b[n
µbm]

ν(Aklν,µ −ApkµA
p
lν) (7)

の規約成分 T Cklm, V Ck, ACk, Aklmn, Bklmn, Cklmn,

Ekl, Gkl, F で与えられている．規約成分の定義は

論文 4)を参照せよ．局所推進変換（一般座標変換）

1ラテンの添え字 k, l,m, · · · は，ミンコフスキー計量 (ηkl) =
diag(−1, 1, 1, 1) と (ηkl) = (ηkl)

−1 を用いて上げ下げをする．
この論文では主に論文 4) の記号法を用いる．

2qA の微分 ∂qA/∂xµ を ∂µqA または qA,µ と略記する．
3共変微分 Dk の交換関係は DkDl − DlDk =

i
2
FmnklS

mn + Cm
klDm となる．

と局所ローレンツ変換は

xµ → xµ′ = xµ + ϵµ(x) ,

qA(x) →
qA

′
(x′) = qA(x) + i

2ω
kl(x)(Sklq(x))

A ,

bk
µ(x) →
bk

µ′
(x′) = bk

µ(x) + ∂νϵ
µ(x)bk

ν(x)

+ ωk
l(x)bl

µ(x) ,

Akl
µ(x) →
Akl

µ
′
(x′) = Akl

µ(x) + ∂µω
kl(x)

+ ωk
m(x)Aml

µ(x)

+ ωl
m(x)Akm

µ(x)

− ∂µϵ
ν(x)Akl

ν(x)

(8)

で定義される．ここで, 推進変換のパラメータ ϵµ(x)

とローレンツ変換のパラメータωkl(x)は座標の無限

小任意関数である．ただし，ωkl(x) は添え字 k, lに

ついて反対称 ωll(x) = −ωkl(x) である．場の強さ，

およびその規約成分は推進変換に対し不変であり，

ローレンツ変換に対し共変である．物質場の作用積

分
∫
LMd

4xおよびゲージ場の作用積分
∫
LGd

4xは，

これらの変換のもとで不変である．

次節以降では，重力場が無視でき，ローレンツ

ゲージ場は座標に依存しない，つまり

bk
µ(x) = δk

µ, Akl
µ(x) = Akl

µ (9)

と仮定する．この仮定から，変換のパラメータが

制限

ϵµ(x) = −xlωl
µ + cµ (10)

を受ける．ここで，ωl
µ, cµは任意の無限小定数であ

る．このとき，変換は

xµ → xµ′ = xµ + cµ + ωµ
lx

l ,

qA(x) →
qA

′
(x′) = qA(x) + i

2ω
kl(Sklq(x))

A ,

bk
µ(x) = δk

µ → bk
µ′
(x′) = δk

µ ,

Akl
µ →
Akl

µ
′
= Akl

µ + ωk
mA

ml
µ + ωl

mA
km

µ

+ ωµ
νAkl

ν

(11)

となる．これは，大域的ローレンツ変換と大域的推

進変換の合成，即ち，大域的ポアンカレ変換である．

ラグランジュアン密度LG(3)のなかの 4つのロー

レンツ変換に対する不変量，T Cklm TCklm, V Ck V Ck,
ACk ACk, F は ローレンツゲージ場の 2次の項を含

むので ローレンツゲージ場は質量を持つことが出

来る．ローレンツゲージ場の 2次の項の係数が正で
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あれば，局所ローレンツ変換の自発的対称性の破れ

が生じる可能性がある．

作用積分 (1)より，bkµ に対する場の方程式は

(M)

T
kµ = −2bl

µbm
νDνI

klm − 2bl
µ V CmIklm

+bpµ CplmIklm − 2bp
µ ClmkIplm

−2bp
µFlmn

kH lmnp + bkµLG/b (12)

となり，Aklµ に対する場の方程式は

(M)

S
klµ = −4bmµbn

νDνH
klmn−2brµ CrnmHklmn

−4bm
µ V CnHklmn − 4bm

µI [kl]m (13)

となる．ただし，Hklmn，Iklm，
(M)

T kµ，
(M)

S klµ，

DµI
klm，DµH

klmn は

Hklmn = 12a1A
klmn + 8a2B

[kl][mn]

+4a3C
klmn

+2a4(E
k[mηn]l − El[mηn]k)

+2a5(G
k[mηn]l −Gl[mηn]k)

+2a6Fη
k[mηn]l

+aηk[mηn]l , (14)

Iklm = 2α T Ck[lm] + 2βηk[l V Cm]

+
1

3
γϵrklm ACr , (15)

(M)

T
kµ = bl

µ ∂LM

∂DlqA
(Dkq)

A−bkµLM ,(16)

(M)

S
klµ =

∂LM

∂qA,µ

i(Sklq)A , (17)

DµI
klm = Iklm,µ −Ak

pµI
plm

−Al
pµI

kpm −Am
pµI

klp , (18)

DµH
klmn = Hklmn

,µ −Ak
pµH

plmn

−Al
pµH

kpmn −Am
pµH

klpn

−An
pµH

klmp (19)

と定義されている．

また，ゲージ場の正準エネルギーH =
∫
Hd3xを

与える正準エネルギー密度Hは

H = 2bIklmbl
αbm

0bkα,0

+2bHklmnbm
αbn

0Aklα,0 − LG (20)

である．

3 正準エネルギー

本節では，座標によらないローレンツゲージ場

（真空期待値の候補）の正準エネルギーを一般的に

調べる．まず，ゲージ変換の自由度を固定する．ゲー

ジ条件として

Akl0 = 0 (21)

を課す．これにより，ゲージ変換のパラメータ ωkl

のすべてが一意的に定まる．

簡単な表記にするため，以下のゲージポテンシャ

ルの名前の付け替えを行う．

{ϕi, i = 1 ∼ 18} = {A011, A012, A013,

A021, A022, A023, A031, A032, A033,

A121, A122, A123, A131, A132, A133,

A231, A232, A233} (22)

正準エネルギー密度 H(20)は，2次形式ではなく，

18変数の 4次の多項式であるため，下に有界であ

るための条件を一般的に調べることは困難である．

そのため，逐次零ではない成分を増やしながら条件

を絞って行くという戦略を採用する．

i) 1成分 ϕiのみが零でない場合：正準エネルギー

密度Hは ϕi について 2次であり，

−H = LG = Ciϕi
2 (23)

と表される．ここで，係数は

Ci =


α+ β, i = 10, 11, 13, 15, 17, 18

−α− β, i = 1, 5, 9

α− 4
9γ, i = 12, 14, 16

−α+ 4
9γ, i = 2, 3, 4, 6, 7, 8, 16

(24)

で与えられる．よって，正準エネルギー密度 Hが
下に有界であるためには

α+ β = 0, α− 4

9
γ = 0 (25)

が必要である．

ii) 2成分 ϕi, ϕj のみが零でない場合：最高次は 4

次であるが，最高次の項はDijϕi
2ϕj

2の形をしてい

る．正準エネルギー密度Hは

−H = LG = Dijϕi
2ϕj

2 + Ciϕi
2

+Cjϕj
2 + Cijϕiϕj (26)

で与えられる．係数Dij は

Dij =
−2(6a2 + 2a3 + a4 + a5), (i, j) ∈ SA

2(6a2 + 2a3 + a4 + a5), (i, j) ∈ SB

−8(3a1 + 2a2 + a3), (i, j) ∈ SC

4(4a2 + a5 + a6), (i, j) ∈ SD

(27)
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である．ただし，SA, SB , SC , SDは，互いに共通部

分を持たない，添え字の対の集合である．次式はそ

の一部を示したものである．

SA = {(1, 11), (1, 15), (2, 10), ...}

SB = {(1, 6), (1, 8), (2, 6), ...}

SC = {(1, 12), (1, 14), (2, 13), ...}

SD = {(1, 5), (1, 9), (2, 4), ...} (28)

4次の項の解析より，正準エネルギー密度が下に

有界であるためには

6a2 + 2a3 + a4 + a5 = 0,

3a1 + 2a2 + a3 ≥ 0, 4a2 + a5 + a6 ≤ 0 (29)

が必要である．

iii) 3成分 ϕi, ϕj , ϕkのみが零でない場合，最高次

は 4次であり，LG の最高次の項は次のようにまと

められる．

Dijϕi
2ϕj

2 +Djkϕj
2ϕk

2 +Dkiϕk
2ϕi

2

+Eijkϕi
2ϕjϕk + Ejkiϕj

2ϕkϕi

+Ekijϕk
2ϕiϕj (30)

これより, 正準エネルギー密度が下に有界であるた

めの必要条件として

Dab ≤ 0, Eabc
2 − 4DabDac ≤ 0 (31)

を得る．ここで，a, b, cは i, j, k の任意の組み合わ

せである．

いくつか，解析例を示す．

(i, j, k) = (1, 6, 8)のとき，LG の最高次の項は

2(6a2 + 2a3 + a4 + a5)(ϕ1
2ϕ6

2 + ϕ1
2ϕ8

2)

+4(4a2 + a5 + a6)ϕ8
2ϕ6

2

+2(−6a2 − 2a3 + a4 + a5)(ϕ1
2ϕ6ϕ8) (32)

であり，ii)の結果 6a2 + 2a3 + a4 + a5 = 0を用い

ると

4(4a2 + a5 + a6)ϕ15
2ϕ1

2

+4(a4 + a5)ϕ18
2ϕ1ϕ15 (33)

となる．よって，条件

a4 + a5 = 0, 4a2 + a5 + a6 ≤ 0 (34)

を得る．

(i, j, k) = (1, 5, 9)のとき，LG の最高次の項は

4(4a2 + a5 + a6)(ϕ1
2ϕ5

2 + ϕ5
2ϕ29

+ϕ9
2ϕ1

2)− 8(2a2 − a6)(ϕ1
2ϕ5ϕ9

+ϕ5
2ϕ9ϕ1 + ϕ9

2ϕ1ϕ5) (35)

であり，これより

4a2 + a5 + a6 ≤ 0, 2a2 + a5 ≥ 0,

(6a2 + a5)(2a2 + a5 + 2a6) ≥ 0 (36)

を得る．

(i, j, k) = (1, 5, 12)のとき，LG の最高次の項は

−8(3a1 + 2a2 + a3)(ϕ5
2ϕ12

2 + ϕ12
2ϕ21)

+4(4a2 + a5 + a6)ϕ1
2ϕ5

2

−16(3a1 − a2)(ϕ12
2ϕ1ϕ5) (37)

であり，これより

3a1 + 2a2 + a3 ≥ 0, 4a2 + a5 + a6 ≤ 0,

(3a2 + a3)(6a1 + a2 + a3) ≥ 0 (38)

を得る．

iv) 4 成分 ϕi, ϕj , ϕk, ϕl のみが零でない場合:

i),ii),iii)の結果とローレンツゲージ場の伝播成分 0±

が正エネルギーを持つ条件 4) 9a1 + a3 < 0, a5 +

3a6 > 0 を組み合わせ

9a1 + a3 = 0, a5 + 3a6 = 0, a4 + a5 = 0,

3a2 + a3 = 0, α+ β = 0, α− 4

9
γ = 0 (39)

を得る．これらの条件を仮定する．

ϕ1, ϕ2, ϕ6, ϕ7 のみが零でないとき

−H = LG = −8(6a2 − a4)ϕ1ϕ2ϕ6ϕ7 (40)

である．正準エネルギー密度が下に有界となるため

には 6a2 − a4 = 0でなければならない．6つのパ

ラメータ ai(i = 1 ∼ 6)のうち 5つが独立であり 9)，

これに対し 5つの条件を課したため，これらの条件

は ai = 0(i = 1 ∼ 6) と等価である．ローレンツ

ゲージ場のラグランジュアンはある関数の微分で表

される．つまり，作用が表面項として表されること

になる 9)．これにより，エネルギー密度自体が下に

有界であることを要請した場合，ローレンツゲージ

場は代数的に 4脚場によって表され，独立な成分と

して伝播することはない．

なお，この要請は強すぎる可能性がある．実際，

他の非可換ゲージ理論はこの要請を満たさない．時
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空の不定計量のため，非可換ゲージ理論の正準エネ

ルギー密度は下に有界ではない．非可換ゲージポテ

ンシャルの真空期待値は零またはピュアゲージであ

るが，これは正準エネルギー密度のサドルポイント

であり，その時の正準エネルギー密度は零である．

今までは，正準エネルギー密度自体の下への有界

性を議論してきた．これからは，その条件を緩め，

運動方程式の解に関しての正準エネルギー密度を議

論する．

4 ローレンツゲージ場の 0± 成分の真空期待値

前論文 10) では正準エネルギー密度が下に有界で

あるという要請を仮定し，ローレンツゲージ場の真

空期待値の存在を調べたが，本論文では，それを仮

定しない．

四脚場の重力場成分 ck
µ = ck

µ − δµk は無視でき，

ローレンツゲージ場は 0±成分のみを持つと仮定す

る．つまり，場は

qA = 0 (41)

bk
µ = δµk (42)

Aklm(x) = (δ0kηlm − δ0l ηkm)ϕ(x)

+ϵ0klmψ(x) (43)

で与えられるとする．ここで，ϕ(x), ψ(x)は，それぞ

れ，ローレンツゲージ場の 0+, 0−成分を表し，座標

xµの関数である．この配位は，空間の回転（大域的ポ

アンカレ―変換 (11)で ϵµ = 0, ω0i = 0 (i = 1, 2, 3)

とした変換）のもとで不変である．

このとき，ゲージ場のラグランジュアン (3)は

LG = 12(a5 + 3a6)ϕ,0
2 − 24(9a1 + a3)ψ,0

2

−8(a4 + a5)ϕ,iϕ,i + 8(2a3 + a4)ψ,iψ,i

−24(a5 − 3a6)ϕ,0(ϕ
2 − ψ2) + 6aϕ,0

−96(9a1 − a3)ψ,0ϕψ

+12(a5 + 3a6)ϕ
4 + 12(a5 + 3a6)ψ

4

−24(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)ϕ
2ψ2

−9

(
β − 2

3
a

)
ϕ2 − 4

(
γ +

3

2
a

)
ψ2 (44)

となる．これより，正準エネルギー密度H(20)は，

H = 12(a5 + 3a6)ϕ,0
2 − 24(9a1 + a3)ψ,0

2

+8(a4 + a5)(ϕ,1
2 + ϕ,2

2 + ϕ,3
2)

−8(2a3 + a4)(ψ,1
2 + ψ,2

2 + ψ,3
2)

−12(a5 + 3a6)ϕ
4 − 12(a5 + 3a6)ψ

4

+24(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)ϕ
2ψ2

+9

(
β − 2

3
a

)
ϕ2 + 4

(
γ +

3

2
a

)
ψ2 (45)

となる．

ローレンツゲージ場の 0+, 0− 成分 ϕ(x), ψ(x)が

座標によらないと仮定すると場の方程式は

0 = ϕ
{
48(a5 + 3a6)ϕ

2

− 48(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)ψ
2

− 18

(
β − 2

3
a

)}
, (46)

0 = ψ
{
48(a5 + 3a6)ψ

2

− 48(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)ϕ
2

− 8

(
γ +

3

2
a

)}
(47)

となる．当然ながら，場の方程式はエネルギー密度

Hの停留値を与える条件となっている．正準エネル
ギー密度 H(45)より，ローレンツゲージの 0+, 0−

成分 ϕ, ψ が零ではない真空期待値をもつための条

件は

β − 2

3
a < 0 または γ +

3

2
a < 0 (48)

である．これを満たすすべての場合，i)β − 2
3a <

0, γ+ 3
2a ≥ 0, ii)β− 2

3a ≥ 0, γ+ 3
2a < 0, iii)β− 2

3a <

0, γ + 3
2a < 0 を調べる．

i) β − 2
3a < 0, γ + 3

2a ≥ 0のとき, a5 + 3a6 < 0

ならば，自明な解以外に，解

ϕ2 =
3(β − 2

3a)

8(a5 + 3a6)
, ψ = 0 (49)

が存在することになるが，正準エネルギー密度 (45)

の運動項が正となるための条件 a5 + 3a6 > 0に反

するため，不適である．

ii) β − 2
3a ≥ 0, γ + 3

2a < 0のとき，a5 + 3a6 < 0

ならば，自明な解以外に，解

ψ2 =
(γ + 3

2a)

6(a5 + 3a6)
, ϕ = 0 (50)

が存在することになるが，正準エネルギー密度 (45)

の運動項が正となるための条件 a5 + 3a6 > 0に反

するため，不適である．

iii) β − 2
3a < 0, γ + 3

2a < 0のとき，解

ϕ2=
1

D

(
9(a5 + 3a6)

(
β − 2

3
a
)

+4(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)
(
γ +

3

2
a
))
, (51)

ψ2=
1

D

(
9(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)

(
β − 2

3
a
)

+4(a5 + 3a6)
(
γ +

3

2
a
))
, (52)

D=−192(9a1 + a3)

(18a1 + 2a3 + a5 + 3a6) (53)
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が存在する．この場合は，運動項の正値性からの条

件 a5 + 3a6 > 0，9a1 + a3 < 0は，Dの符号を決め

ないので，i)，ii)と同様には, 不適を示すことはで

きない．しかし，D2ϕ2 > 0, D2ψ2 > 0から

0 < D(18a1 + 2a3 + a5 + 3a6) (54)

を用い，因子 (9a1 + a3)を消去すると，それぞれ

0 < D(a5 + 3a6)

(
9
(
β − 2

3
a
)
− 4

(
γ +

3

2
a
))

0 < D(a5 + 3a6)

(
−9

(
β − 2

3
a
)
+ 4

(
γ +

3

2
a
))
(55)

を得る。よって，不適である．

以上の i)，ii)，iii)の結果より，0±成分に関して

は，真空期待値は零である．

5 おわりに

ローレンツゲージ場の正準エネルギー密度を，場

が座標によらない場合について調べ，有意なゲージ

場が存在するとき，下に有界ではないことを示した．

正準エネルギー密度が下に有界ではない状況は他の

非可換ゲージ場と同様である．よりゆるやかな要請，

場の方程式の解に対する正準エネルギー密度の下へ

の有界性を要請すべきであろう．真空の安定性の議

論も含め，この正準エネルギー密度の下への有界性

は今後の課題である．

ローレンツゲージ場の零でない真空期待値の可

能性を，前論文での要請，正準エネルギー密度が下

に有界であることを仮定しない場合に，ローレンツ

ゲージ場の 0±成分に関し調べた．正準エネルギー

の運動項が正定値であるという仮定のもと，この成

分の真空期待値が零であることを示した．他の成分

に関して，真空期待値を調べることも今後の課題で

ある．
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