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Abstract

The purpose of this study is to derive the approximate formula for the electronic

specific heat in the metal. Processes of the approximate calculation are introduced.

The calculation process is handled in detail by using graphs of the Fermi-Dirac dis-

tribution function and the derived function. An approach of this report assists that

students understand the calculation process.
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1 はじめに

黒沢氏による著書”物性論”において，金属の自由

電子論で電子比熱を解析するにあたり，Fermi温度

TF，絶対零度における Fermi エネルギー ε0F に対

して，

T ¿ TF なら変化は非常に小さく

εF ∼= ε0F

"
1− π2

12

µ
T

TF

¶2#
(1)

で与えられる。このとき電子系の全エネル

ギーは，この εF を使ってZ ∞
0

εf (ε) g (ε) dε

∼= 3

5
Nε0F +

π2

4
Nkb

T 2

TF
(2)

のようになる。これを T で微分すると電子

比熱が出てくる。
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と書かれている 1)。

黒沢氏にならって 1mol当たりの電子比熱 C (T )

を計算すると，次式が導出されることになる。

C (T ) =
π2

2
zR

T

TF
(3)

ここで，zは原子価，Rは気体定数であり，伝導電

子の数 N = zNA，NA は Avogadro数である。

固体物理の講義において物質の性質を議論する上

で，比熱はとても重要なファクターであり様々な本

で同様に取り上げられる物性値である。一方で，昨

今の学生（特に高専生）を対象として考えれば，数

学的な基礎力の低下から各種計算式の導出を行う能

力に非常な危機感を覚える。上記の電子比熱式の導

出を例とすれば，とても学生の独力のみで式 (3)の

導出が可能であるか不安であり，私が担当する固体

物理の講義を例にとれば独力での解決は絶望的であ

る。しかしながら，多くの学生は数学としての数式

の解析や近似計算の手法を十分理解している。即ち，

応用問題への対応能力が不十分であると分析してい

る。そこで，この電子比熱の計算を例に取り，数学
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図 1: Fermi-Dirac 分布関数の温度依存性

で修得している解析手法がどのように役立つかを学

生の目線で導出することを本報告書の目的の一つと

する。

2 金属の伝導電子

金属の伝導電子を解析するに当たり，電子は理想

Fermi気体（自由電子気体）として扱われる。Fermi-

Dirac 分布関数を解析に用いることで，古典的自由

粒子では考慮されなかった電子比熱を定量的により

正確に計算することが可能となる。次式が，Fermi-

Dirac 分布関数である。

f (ε) =
1

1 + exp
³
ε−εF
kBT

´ (4)

ここで，kB はBoltzmann constant，T は絶対温度，

εF は Fermiエネルギーである。図 1 は，上式 (4)

に対して数値計算により温度依存性をグラフ化して

いる。

電子系の全エネルギー Et は，エネルギー状態密

度関数である g (ε)を用いて次式で表される。

Et =

Z ∞
0

εf (ε) g (ε) dε (5)

電子比熱 C (T )は上式から次式により導出される。

C (T ) =
∂Et

∂T
(6)

ここで，式 (4),(5)から明らかなように，Et は超越

関数を含んだ定積分という複雑な計算となる。そこ

で，計算に導入されるのが常套手段の一つである近

似計算である。ここでは，Taylor展開を用いた 2次

近似と，Fermi-Dirac 分布関数の関数の特異性を利

用した近似計算を利用する。この近似計算により，

Fermi-Dirac 分布関数に従う系において，（T ¿ TF

における）強く縮退した Fermi 粒子を扱うときに
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図 2: Fermi-Dirac 分布関数の導関数

便利な展開公式が次式に示す Sommerfeld 展開で

ある。Z ∞
0

h (ε) f (ε) dε

∼=
Z εF

0

h (ε) dε+
π2

6
(kBT )

2
h0 (εF ) (7)

ここで，h (ε)はエネルギー εに関する任意関数であ

り，f (ε)は式 (4)の Fermi-Dirac分布関数である。

この Sommerfeld 展開が，電子比熱計算における

近似計算の要になる。よって，まず上記した近似計

算に留意して Sommerfeld 展開である式 (7)を証明

する。

I =

Z ∞
0

h (ε) f (ε) dε (8)

ここで，
dH(ε)

dε
= h (ε)であり，H (ε)は H (0) = 0

を満たす任意関数とすると，I は部分積分により次

式となる。

I = [H (ε) f (ε)]
∞
0 −

Z ∞
0

H (ε)
df (ε)

dε
dε (9)

右辺第 1項は，仮定したH (0) = 0と Fermi-Dirac

分布関数の性質として，図 1 にも描かれるように

f (∞) = 0，から零となる。よって，

I = −
Z ∞
0

H (ε)
df (ε)

dε
dε (10)

となる。ここで，注目すべき関数が Fermi-Dirac分

布関数の導関数F (ε) =
df(ε)

dε
である。図 2に，有限

温度として図 1と同じ範囲で F (ε)を描画する。図

から分かるように，常温 (T = 300[K])程度であれ

ば ε = εF 近傍以外において導関数F (ε)がほぼ零と

なり，低温になるほど ε = εF で鋭いピークを持つ

関数となる。そこで，次式のようにH (ε)も ε = εF
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の周りで Taylor展開 1を用いて 2次で近似する。

H (ε) ∼= H (εF ) + (ε− εF )H 0 (εF )

+
1

2
(ε− εF )2H 00 (εF ) (11)

式 (11)の近似式を式 (10)へ代入すると，

I ∼= −
Z ∞
0

h
H (εF ) + (ε− εF )H

0 (εF )

+
1

2
(ε− εF )2H 00 (εF )

i
F (ε) dε (12)

となり，

I ∼= −H (εF )
Z ∞
0

F (ε) dε

− H 0 (εF )
Z ∞
0

(ε− εF )F (ε) dε

− 1

2
H 00 (εF )

Z ∞
0

(ε− εF )2 F (ε) dε

= −H (εF ) I1 −H 0 (εF ) I2 − 1
2
H 00 (εF ) I3

(13)

となる。次に，右辺各項の定積分 (I1, I2, I3)につい

てそれぞれ別途考える。

• 右辺第 1項

I1 = [f (ε)]
∞
0 = −1 (14)

図 1，2から分かるように，I1 の値が算出され

る。

• 右辺第 2項

I2 =

Z ∞
0

(ε− εF )
⎧⎨⎩ 1

1 + exp
³
ε−εF
kBT

´
⎫⎬⎭
0

dε

=

Z ∞
−εF

x

⎧⎨⎩ 1

1 + exp
³

x
kBT

´
⎫⎬⎭
0

dx

=

Z ∞
−εF

−x
kBT

2 + exp
³

x
kBT

´
+ exp

³
−x
kBT

´dx
∼=

Z ∞
−∞

−x
kBT

2 + exp
³

x
kBT

´
+ exp

³
−x
kBT

´dx
= 0 (15)

まず，ε − εF = xを使用した xへの変数変換

をする。Fermi-Dirac分布関数の導関数である

1y(x) に関する x = a での Taylor 展開公式

y(x) =

∞X
n=0

y(n)(a)

n!
(x− a)n

F (ε)は微分計算や図 2からも明らかなようにx

に関しての偶関数である。ここでは，次の近似

計算を導入する。F (ε)は図 2から明らかなよ

うに ε = εF を中心にピーク値をもち急峻に変

化する関数であるため，定積分の下限値 (−εF )
を −∞に近似する。結果として，I2は 積分区

間が対称な奇関数の積分は零となる。　

• 右辺第 3項

I3 =

Z ∞
0

(ε− εF )2 F (ε) dε

∼=
Z ∞
−∞

(ε− εF )2 F (ε) dε

= − (kBT )2
Z ∞
−∞

x2ex

(ex + 1)
2
dx

= −π
2

3
(kBT )

2
(16)

まず，第 2項の I2 の計算と同様に積分下限値

を近似する。 ε−εF
kBT

= xを使用した xへの変数

変換を用いて，次の積分公式を利用する。Z ∞
−∞

x2ex

(ex + 1)
2
dx =

π2

3
(17)

定積分 (I1, I2, I3)を式 (13)に代入して，h (ε)を

用いて表すと次式となり，式 (7)の Sommerfeld 展

開が導出される。

I ∼= H (εF ) +
π2

6
(kBT )

2
H 00 (εF )

=

Z εF

0

h (ε) dε+
π2

6
(kBT )

2
h0 (εF ) (18)

Sommerfeld展開を利用する下準備ができたので，

式 (5)を利用した電子系の全エネルギー計算に移る。

ここで，3次元自由電子近似におけるエネルギー状

態密度 g (ε)は次式で与えられる。

g (ε) =

√
2V m

3
2

π2h̄3
√
ε (19)

ここで，V は結晶の体積，mは電子の質量である。

計算を扱いやすくするために，次式に示す g∗ (ε)と

係数 Aを導入する。

g∗ (ε) = εg (ε) = Aε
3
2 (20)

上式を利用すれば，Et は Sommerfeld 展開を用い
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て次式の様に展開できる。

Et =

Z ∞
0

εf (ε) g (ε) dε

=

Z ∞
0

f (ε) g∗ (ε) dε

∼=
Z εF

0

g∗ (ε) dε+
π2

6
(kBT )

2
g∗0 (εF )

=

Z εF

0

εg (ε) dε

+
π2

6
(kBT )

2 {g (εF ) + εF g
0 (εF )}

=

Z εF

0

εg (ε) dε

+
π2

4
(kBT )

2
g (εF )

(21)

ここでは，次式の関係を用いている。

g0 (ε) =
1

2
Aε−

1
2 (22)

εF g
0 (εF ) =

1

2
Aε

1
2

F =
1

2
g (εF ) (23)

次に，式 (21)の右辺各項をそれぞれ別々に計算

する。

• 右辺第 1項 (R1)

R1 =

Z εF

0

εg (ε) dε

=

∙
2

5
Aε

5
2

¸εF
0

=
2

5
Aε

5
2

F (24)

上式に，式 (1)の Fermi エネルギーを代入し

て，T ¿ TF の関係から π2

12

³
T
TF

´2 ∼= 0 での

Maclaurin 展開2を用いた 1次近似の計算をす

る。

R1 ∼= 2

5
Aε0F

5
2

(
1− π2

12

µ
T

TF

¶2) 5
2

∼= 2

5
Aε0F

5
2

(
1− 5π

2

24

µ
T

TF

¶2)
(25)

ここで，伝導電子数 N と状態密度の関係は次

式で与えられる。

N = G
¡
ε0F
¢
=
2

3
ε0F g

¡
ε0F
¢
=
2

3
Aε0F

3
2

(26)

また，kBTF = ε0F の関係から式 (26)を式 (25)

に代入して次式を得る。

R1 =
3

5
Nε0F −

π2

8
NkB

T 2

TF
(27)

• 右辺第 2項 (R2)

R2 =
π2

4
(kBT )

2
g (εF )

=
π2

4
(kBT )

2
Aε

1
2

F

∼= π2

4
(kBT )

2
Aε0F

1
2

(
1− π2

24

µ
T

TF

¶2)

=
3π2

8
(kBT )

2 N

ε0F

(
1− π2

24

µ
T

TF

¶2)

=
3π2

8
NkB

T 2

TF

(
1− π2

24

µ
T

TF

¶2)
∼= 3π2

8
NkB

T 2

TF

(28)

上式では，第 1 項の R1 の計算と同様に

π2

12

³
T
TF

´2 ∼= 0 での Maclaurin 展開を用いた

1次近似の計算をする。また，T ¿ TF より T
TF

の 2次の項を近似して無視する。

各項の計算結果 (R1, R2)を式 (21)に代入すると，

式 (2)で示した電子系の全エネルギーが次式として

導出される。

Et = R1 +R2

∼= 3

5
Nε0F −

π2

8
NkB

T 2

TF
+
3π2

8
NkB

T 2

TF

=
3

5
Nε0F +

π2

4
NkB

T 2

TF

(29)

電子比熱 C (T )は上式 (29)を式 (6)に代入する

ことによって導出される。

C (T ) ∼= ∂

∂T

½
3

5
Nε0F +

π2

4
NkB

T 2

TF

¾
=

π2

2
NkB

T

TF
(30)

ここで，気体定数 R = NAkB と伝導電子数 N =

zNA の関係から電子比熱は気体定数を用いて次式

2x ∼= 0 での Maclaurin 展開による 1 次近似

(1− x)n ∼= 1− nx
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で表すことも可能である。

C (T ) =
π2

2
zR

T

TF
(31)

3 おわりに

金属の伝導電子に起因する電子比熱を学生目線で

導出した。特に，近似計算においては丁寧な記述が

行われている。Fermi-Dirac 分布関数に関しては，

その導関数を含めて数値計算によるグラフ化を行い

計算過程の理解を深める一助としている。この分布

関数のグラフ化は学生が計算式を導出する目的とは

別途，半導体を学習するための演習課題として有用

である。単に計算式を解析的に解くことに満足させ

ず，問題を多面的にとらえる手法の一つとして視覚

化という手段を与えている。この報告書が，一般論

として工学を学ぶ高専生の一助となれば幸いである。

参考文献

1) 黒沢達美 著, ”基礎物理学選書 9.物性論-固体を

中心とした-(改訂版)”, 裳華房, pp.55-58, 2001

清水共 : 金属における電子比熱の近似計算

131



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




