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無質量モードを持つポアンカレゲージ理論の摂動展開

福間一巳∗

Perturbative Expansion of Poincaré Gauge Theory with Massless Modes

Kazumi Fukuma

Synopsis

When massless Lorentz gauge fields interact with Dirac particles, the linear approximation
of equations of motion in Poincaré gauge theory is inconsistent. We propose an approximation
method for Poincaré gauge theory. The new perturbative expansion of Poincaré gauge theory
is consistent when massless Lorentz gauge fields interact with Dirac particles. We also discuss
the existence of such a perturbative solutions in a toy model and Poincaré gauge theory.

1 はじめに

我々は，論文 1) で，Lorentzゲージ場が無質量の場合において，ポアンカレゲージ理論の量子論的な可能
性を調べた．そこでは，ノルムの正値性を示すために源に対する拘束条件を用いた．これは，Lorentzゲー
ジ場の方程式の線形部分がもつ対称性から導かれる自己相互作用まで含めた源の拘束条件である．この拘

束条件により場の方程式の線形部分がもつ対称性に対応する Lorentzゲージ場の成分が固定され，自己相互
作用まで含めた源から残りの Lorentzゲージ場の成分が決定されることを前提として議論を行った．また，
線形近似の問題点も指摘した．本研究では，無矛盾な摂動展開を与えることで，この前提が成立している事

を具体的に示すことを目的とする．

本論文の構成は次の通りである．第 2 節では， Poincaré ゲージ理論の Lagrangian 密度，場の方程式な
どを述べ，理論の定式化を行う．第 3 節では，線形近似とその問題点について述べ，第 4 節で，それを解
決する摂動展開を示す．第 5 節では，摂動展開の具体例をベクトル場で示す．第 6 節では，摂動展開の可
解性を調べる．

2 Poincaréゲージ理論

Poincaréゲージ理論は物質場の持つ Poincaré対称性を局所化したゲージ理論である．この節では理論の
定式化を行い，運動方程式を導く．

物質場の集合 qA(x) (A = 1, 2, · · · , N) とその作用積分

I0 =
∫

d4xL0 (1)

を考える．ここで Lagrangian 密度1 L0 = L0(qA, qA
,µ) は物質場 qA とその微分 qA

,µ
2 の関数である．こ

の作用積分が推進変換と Lorentz変換に関して不変であると仮定する．これらの無限小変換は
{

xµ → xµ′ = xµ + εµ + ωµ
νxν ,

qA(x) → qA′(x′) = qA(x) + i
2ωµν(Sµνq(x))A

(2)

∗詫間電波工業高等専門学校 電子制御工学科
1以下では， Lagrangian 密度を Lagrangian と略記する．
2qA の微分 ∂qA/∂xµ を ∂µqA または qA

,µ と略記する．

1199



THE BULLETIN OF TAKUMA NATIONAL COLLEGE OF TECHNOLOGY No.33 (2005)

で与えられる．ただし，

q(x) = (qA(x)) = (q1(x), q2(x), · · · , qN (x)) (3)

は物質場の成分の集合をまとめて表したものであり，Sµν (= −Sνµ) はこれらの成分に対する Lorentz群の
6 個の無限小生成演算子である．また，ωµν (= −ωνµ) は 6 個の無限小 Lorentz変換のパラメータ，εµは 4
個の無限小推進のパラメータである．

ここで，この無限小変換を局所的にした変換
{

xµ → xµ′ = xµ + εµ(x) ,

qA(x) → qA′(x′) = qA(x) + i
2ωµν(x)(Sµνq(x))A

(4)

を考える．ただし，εµ(x) + ωµ
ν(x)xν を改めて εµ(x) と置いた．εµ(x) と ωµν(x) は座標の無限小任意関数

である．(4)の第 1式は一般座標変換の無限小変換である．ところで，スピノール場は Lorentz 変換の既約
2 価表現であるが，一般座標変換の既約表現でないことが知られている．そこで，各点で接空間を考え，そ
の接空間でスピノール場を定義する．各点での接空間と座標空間を結ぶものとして 4 脚場 bk

µ が導入され

る．このとき，局所化した変換は




xµ → xµ′ = xµ + εµ(x) ,

qA(x) → qA′(x′) = qA(x) + i
2ωkl(x)(Sklq(x))A ,

bk
µ(x) → bk

µ′(x′) = bk
µ(x) + ∂νεµ(x)bk

ν(x) + ωk
l(x)bl

µ(x)

(5)

となる．εµ(x) と ωkl(x) は座標の無限小任意関数であり，ギリシャ文字の添え字は座標の成分を表すのに，
ラテン文字の添え字は内部 Lorentz変換に対してベクトルとして変換する成分を表すのに用いている．
この変換 (5)に対し不変な作用積分を作るために，物質場の微分 qA

,µ を共変微分

　DkqA = bk
µ

(
qA

,µ − i

2
Akl

µ(Sklq)A

)
(6)

に，体積要素 d4x を不変体積要素 b d4x に置き換える．ここで，Akl
µ (= −Alk

µ) は Lorentzゲージ場と呼
ばれ，無限小変換は

Akl
µ(x) → Akl

µ
′
(x′) = Akl

µ(x) + ∂µωkl(x) + ωk
m(x)Aml

µ(x)

+ ωl
m(x)Akm

µ(x)− ∂µεν(x)Akl
ν(x) (7)

で与えられる．また，b は3

　 bkµblµ = δk
l, bkµbkν = δµ

ν (8)

で定義される 4 脚場 bk
µ の双対場 bkµ より，

　 b = − det(bkµ) (9)

と与えられる ．4 脚場の双対場 bkµ の無限小変換は，(5)，(8)より

bkµ(x) → bkµ
′(x′) = bkµ(x)− ∂µεν(x)bkν(x) + ωk

l(x)blµ(x) (10)

となるが，これより，b d4x が不変体積要素であることが導かれる．この置き換えにより，一般座標変換と

局所 Lorentz変換に対して不変な物質場の作用積分は

　 IM =
∫

d4xLM (11)

3ラテンの添え字 k, l, m, · · · は Minkowski 計量 (ηkl) = diag(−1, 1, 1, 1) と (ηkl) = (ηkl)
−1 を用いて上げ下げをする．この

論文では主に論文 2) の記号法を用いる．
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となる．ここで

　 LM = bLM = bL0(qA, DkqA) (12)

である．

4 脚場と Lorentz ゲージ場の 1 階微分について高々 2 次の最も一般的な作用積分を定義するため， 4 脚
場の強さとゲージ場の強さの既約分解を行い，その既約成分を用いて不変量を定義し，作用積分を構成す

る．4 脚場の強さと Lorentzゲージ場の強さは，それぞれ，

Cklm = 2bkνb[l
µbm]

ν
,µ − 2Ak[lµbm]

µ , (13)

Fklmn = 2b[n
µbm]

ν(Aklν,µ −ApkµAp
lν) (14)

で与えられる4 5．これらの場の強さは一般座標変換と局所 Lorentz変換のもとで次のように変換する．

　 Cklm(x) → Cklm
′(x′) = Cklm(x) + ωk

p(x)Cplm(x) + ωl
p(x)Ckpm(x) + ωm

p(x)Cklp(x) , (15)

Fklmn(x) → Fklmn
′(x′) = Fklmn(x) + ωk

p(x)Fplmn(x) + ωl
p(x)Fkpmn(x) + ωm

p(x)Fklpn(x)

+ωn
p(x)Fklmp(x) . (16)

これら場の強さから，Appendix A に示す 9 つの既約な場の強さ TCklm, V Ck, ACk, Aklmn, Bklmn, Cklmn,
Ekl, Gkl, F が定義される．4 脚場と Lorentz ゲージ場の 1 階微分について高々 2 次で，空間反転に対し
不変であり，宇宙項のない，最も一般的な作用積分は

IG =
∫

d4xLG (17)

である．ただし，

LG = b(α TCklm
TCklm + β V Ck

V Ck + γ ACk
ACk + a1AklmnAklmn + a2BklmnBklmn

+ a3CklmnCklmn + a4EklE
kl + a5GklG

kl + a6F
2 + aF ) (18)

である．ここで，α，β，γ，a と ai (i = 1 ∼ 6) は任意のパラメータである．
Lagrangian のなかの 4 つの不変量，TCklm

TCklm, V Ck
V Ck, ACk

ACk, F は Lorentz ゲージ場の 2次の
項を含むので Lorentz ゲージ場は質量を持つことが出来る．質量項の存在は素粒子の電弱相互作用および
強い相互作用のゲージ理論と異なる Poincaré ゲージ理論の特徴である．
この作用積分は次の形に書き換えることが出来る．

IG =
∫

d4x

{
− 1

2κ
bR({ }) + ∂µ

(
1
κ

bbnµV Cn

)
+ Lmix + LL

}
. (19)

だだし，R({ }) は gµν = bkµbk
ν とした時の Christoffel の接続から定義されたスカラー曲率である．

Christoffel の接続


λ
µ ν

ff
，曲率テンソル R({ })µ

νλρ，Ricci テンソル R({ })µν，スカラー曲率 R({ }) の定
義は次の通りである．


λ

µ ν

ff
=

1
2
gλρ(∂µgρν + ∂νgµρ − ∂ρgµν) , (20)

R({ })µ
νλρ = ∂λ


µ

ν ρ

ff− ∂ρ


µ
ν λ

ff
+


µ

σ λ

ff
σ

ν ρ

ff− 
µ

σ ρ

ff
σ

ν λ

ff
,　 (21)

R({ })µν = R({ })λ
µνλ ,　 (22)

R({ }) = R({ })µνgµν .　 (23)

4A···(k···l)··· = 1
2
(A···k···l··· + A···l···k···) , A···[k···l]··· = 1

2
(A···k···l··· −A···l···k···) .

5共変微分の交換関係は DkDl −DlDk = i
2
FmnklS

kl + Cm
klDm となる．
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また，Lmix，LL は

Lmix = b

{(
α +

2
3
a

)
T Cklm

TCklm +
(

β − 2
3
a

)
V Ck

V Ck +
(

γ +
3
2
a

)
ACk

ACk

}
, (24)

LL = b(a1AklmnAklmn + a2BklmnBklmn + a3CklmnCklmn

+ a4EklE
kl + a5GklG

kl + a6F
2) (25)

で定義される．Lmix は 4 脚場の微分と Lorentz ゲージ場が混在している Lagrangian であり，LL は 4 脚
場の微分を含まない Lorentz ゲージ場の Lagrangian である．
条件 α + 2a/3 = β − 2a/3 = γ + 3a/2 = 0 を仮定すると，Lmix が消え，Lorentz ゲージ場の質量項がな
くなる．また，場の方程式について線形近似を行った時，4 脚場と Lorentz ゲージ場はそれぞれが別々の
場の方程式に従うようになる．さらに， Lorentz ゲージ場が零であるとすると作用積分は Einstein のもの
と等価になる．

物質場とゲージ場の作用積分

I =
∫

d4x(LG + LM ) (26)

から，bkµ に対する運動方程式は

−2bl
µbm

νDνIklm − 2bl
µ V CmIklm + bpµ CplmIklm − 2bp

µ Clm
kIplm

−2bp
µFlmn

kH lmnp + bkµLG/b−
(M)

T
kµ = 0 (27)

となり，Aklµ に対する運動方程式は

−4bm
µbn

νDνHklmn − 2brµ CrnmHklmn − 4bm
µ V CnHklmn − 4bm

µI [kl]m −
(M)

S
klµ = 0 (28)

となる．ただし，Hklmn，Iklm，
(M)

T kµ，
(M)

S klµ，DµIklm，DµHklmn は

Hklmn = 12a1A
klmn + 8a2B

[kl][mn] + 4a3C
klmn + 2a4(Ek[mηn]l − El[mηn]k)

+2a5(Gk[mηn]l −Gl[mηn]k) + 2a6Fηk[mηn]l + aηk[mηn]l , (29)

Iklm = 2α T Ck[lm] + 2βηk[l V Cm] +
1
3
γεrklm ACr , (30)

(M)

T
kµ = bl

µ ∂LM

∂DlqA
(Dkq)A − bkµLM , (31)

(M)

S
klµ =

∂LM

∂qA
,µ

i(Sklq)A , (32)

DµIklm = Iklm
,µ −Ak

pµIplm −Al
pµIkpm −Am

pµIklp , (33)

DµHklmn = Hklmn
,µ −Ak

pµHplmn −Al
pµHkpmn −Am

pµHklpn −An
pµHklmp (34)

と定義されている．

3 線形近似

この節では真空，つまり qA = 0 のときの Aklµ と ckµ に対する線形近似を行い，Lorentzゲージ場が質
量をもたないとき，すなわち，パラメータ条件 α + 2a/3 = β − 2a/3 = γ + 3a/2 = 0 が満たされていると
き，線形近似された場の方程式が矛盾を導くことを指摘する．

Aklµ と ckµが小さく，場の方程式において Aklµ と ckµ について 1 次の項のみを残せばよいような弱場
の状況を考える．このとき，ラテン文字とギリシャ文字の添え字の区別は必要は無くなる．以下では，ラテ

ン文字の添え字のみを用い，添え字の上げ下げはMinkowski計量を用いて行う．線形近似のもとで， 2 つ
の場 Aklm と ckl の方程式は，パラメータ条件 α + 2a/3 = β − 2a/3 = γ + 3a/2 = 0 のおかげで，混ざり
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合わない．つまり，Aklm の方程式は Aklm のみを含み，ckl を含まない，また，ckl の方程式は ckl のみを

含み，Aklm を含まない．Cklm と Fklmn は，線形近似のもとで，それぞれ，

Cklm = 2ck[l,m] , Fklmn = 2Akl[m,n] (35)

と表される．4 脚場の方程式 (27)とパラメータ条件 α + 2a/3 = β− 2a/3 = γ + 3a/2 = 0, a = 1/(2κ) より

Iklm
,m = 0 (36)

を得る．ここで，

Iklm = − 1
3κ

(
2 T Ck[lm] − 2ηk[l V Cm] +

3
4
εrklm ACr

)
(37)

である．Lorentzゲージ場の方程式 (28)から

H0
klmn

,n = 0 (38)

を得る．ここで，H0
klmn はHklmn から定数項を除き線形近似したものである．

Lorentzゲージ場の線形近似後の場の方程式を調べる．場の方程式の局所対称性と Lorentzゲージ場の源
に対する拘束条件を調べるため，方程式を Appendix B で定義された Lorentz ゲージ場に対するスピン射
影演算子 PX(Sp)klmk′l′m′ を用いて書き直す．場の方程式は運動量空間で6

Dψ = Q (39)

となる．ここで，

D = −k2[ 4(6a2 + a5)PT (2+) + 8(3a2 + a3)PT (2−) + 4(2a3 + a4)PH(1+) + 4(a4 + a5)PH(1−)

+4(a5 + 3a6)PV (0+) + 8(9a1 + a3)PA(0−) ] (40)

である．また，ψ (= ψklm) と Q (= Qklm) は，それぞれ， Lorentz ゲージ場 A (= Aklm) と源 S (= Sklm)
の Fourier 変換である．
場の方程式 (39)とスピン射影演算子の性質 (106)より，源に対する拘束条件と “ゲージ”対称性を見出す．
拘束条件は

PG(1+)Q = PG(1−)Q = 0 (41)

である．場の方程式 (39)は “ゲージ”変換

ψ → ψ′ = ψ + PG(1+)ΛG(1+) + PG(1−)ΛG(1−) (42)

のもとで不変である．ここで，ΛG(1+) と ΛG(1−) は ψと同程度に微小で，その他の点では任意の運動量

の関数である．

座標空間では，拘束条件 (41)は
∂mSkl

m = 0 (43)

となり，“ゲージ” 変換は
Akl

m → Akl
m
′ = Akl

m + ∂mλkl (44)

で与えられる．ただし，λkl (= −λlk) は Akl
m と同程度に微小で，その他の点では任意の関数である．

6次のような省略を行う．(i) Lorentz ゲージ場 Aklm や Lorentz ゲージ場に対するスピン射影演算子 PX(Sp)klmk′l′m′ と同じ
添え字の対称性を有するテンソルについて，その添え字を省略する．(ii) Pklmk′l′m′Q

k′l′m′ を省略形 PQ で表す．
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さらに，場の方程式 (39)とスピン射影演算子の性質 (106)から，パラメータ ai (i = 1 ∼ 6) が特定の条
件を満たす時に，源 Qに対する付加的な拘束条件と場の方程式 (39)を不変に保つ付加的な “ゲージ”変換
が存在することが分かる．これらは次の通りである．

(1)条件 6a2 + a5 = 0が満たされる場合 : PT (2+)Q = 0 , ψ → ψ′ = ψ + PT (2+)Λ(2+) , (45)

(2)条件 3a2 + a3 = 0が満たされる場合 : PT (2−)Q = 0 , ψ → ψ′ = ψ + PT (2−)Λ(2−) , (46)

(3)条件 2a3 + a4 = 0が満たされる場合 : PH(1+)Q = 0 , ψ → ψ′ = ψ + PH(1+)Λ(1+) , (47)

(4)条件 a4 + a5 = 0が満たされる場合 : PH(1−)Q = 0 , ψ → ψ′ = ψ + PH(1−)Λ(1−) , (48)

(5)条件 a5 + 3a6 = 0が満たされる場合 : PV (0+)Q = 0 , ψ → ψ′ = ψ + PV (0+)Λ(0+) , (49)

(6)条件 9a1 + a3 = 0が満たされる場合 : PA(0−)Q = 0 , ψ → ψ′ = ψ + PA(0−)Λ(0−) . (50)

ここで，Λ(S±) (S = 0, 1, 2)は運動量の関数であり，ψと同程度に微小で，その他の点では任意である．

よく知られているように，Lorentzゲージ場と最小結合している Dirac場のスピン密度 SD
klm は拘束条

件 ∂mSD
klm = 0，等価な別の表示では PG(1+)SD = PG(1−)SD = 0を満たさない．つまり，線形近似は矛

盾を引き起こす．故に，理論に Dirac場を包含させた場合には非線形理論を考えなければならない．

4 無矛盾な摂動展開

簡単のため，ckµ = bkµ − ηkµがゼロになる極限を考える．場の方程式 (28)の左辺を Lorentzゲージ場に
ついて線形な部分と非線形な部分とに分解する．場の方程式は

DA + Φ(A) = S (51)

と表すことができる．ここで，A (= Aklm) は Lorentzゲージ場，D (= Dklmk′l′m′) は 2 階の微分演算子
(これの Fourier 変換は式 (40)に与えられている.)，Φ(A) (= Φ(A)klm) は Aklm と ∂nAklm について 2 次
または 3 次の多項式，S (= Sklm) はスピン密度である．スピン射影演算子，PT (2±)，PH(1±)，PG(1±)，
PA(0+)，PV (0−) を用いて場の方程式を射影する7．その結果，次の 2種類の式を得る．
(i)スピン射影演算子8 Px が PxD 6= 0を満たすとき

cx¤PxA + PxΦ(A) = PxS . (52)

ただし，cx は式 (40)の括弧の中の式における Px の係数であり，¤ は d’Alembertian である．
(ii)スピン射影演算子 Py が PyD = 0を満たすとき

PyΦ(A) = PyS . (53)

PyS 6= 0のとき，線形近似を行うと式 (53)が矛盾する．この場合は線形近似を採用してはならない．ここ
では，むしろ，(52)と (53)の各項がすべて同じ大きさであると考えるべきである．もし，場の方程式 (51)
が伝播する解を持つならば，次のように考えても良いだろう．(i)伝播するモードは有効源 S(eff) = S−Φ(A)
から放出され，この有効源は拘束条件 PyS(eff) = 0を満たす．(ii)線形近似のとき “ゲージ”自由度または
付加的な “ゲージ”自由度に対応していた PyAが決定される．このようになっていれば，Dirac 場と結合す
る，Lorentzゲージ場の無質量モードを持つ Poincaré ゲージ理論も無矛盾に定義される．
したがって，場のすべてが同じ大きさの微少量であると仮定するのではなく，各射影成分が異なる大きさ

の微少量であることを仮定して無矛盾な摂動展開を定義すべきである．伝播するモードは結合定数の１次,
‘ゲージ”自由度または付加的な “ゲージ”自由度に対応していた PyAは結合定数の分数次からの摂動展開

を考えればよい．Poincaréゲージ理論でこの展開を説明するよりはベクトル場のモデルで例示するほうが
分かりやすい．次節でこれを行う．

7この演算子の組は式 (105) に示されるように完全系をなす．
8Px と Py の各々は PT (2±)，PH(1±)，PG(1±)，PA(0+)，PV (0−) の 1 つを表す．
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5 ベクトル場のモデル

この節では，これまで述べた線形近似の問題と新しい摂動展開を簡単なモデルで説明する．

Lorentzゲージ場の無質量モードを持つ Poincaré ゲージ理論に相当するベクトル場の Lagrangian密度は

L = −1
4
FµνFµν +

1
4
λ(AµAµ)2 + eJµAµ (54)

である．ここで，Fµν は場の強さ，Jµ は外部電流である．λ, eは無次元の定数であり，λ ∼ 1，e << 1と
する．場の強さは

　 Fµν = ∂µAν − ∂µAν (55)

で定義され，ゲージ変換

　 Aµ −→ Aµ
′ = Aµ + ∂µΛ (56)

に対する不変量になっている．外部電流 Jµ が保存している場合，つまり，

　∂µJµ = 0 (57)

のとき，ゲージ変換により，Lagrangian密度は

　 L −→ L′ = L + λ((AµAµ)Aν∂νΛ + Λの 2次以上の項) + ∂µ(eJµΛ) (58)

と変換する．λ = 0が電磁理論の場合であり，無限遠で JµΛが零であれば作用はゲージ不変である．
場の方程式は

　∂µFµν + λ(AµAµ)Aν + eJν = 0 (59)

である．以下では，λ 6= 0 かつ 外部電流が保存しない場合について，この方程式の解を摂動論を用いて考
える．

はじめに素朴な Aµ = 0からの摂動展開が矛盾を導くことを示す．λ ∼ 1，e << 1より，eに関する摂動

展開

　 Aµ = eA(1)
µ + e2A(2)

µ + . . . (60)

を考える．各項の決定方程式は次のようになる．

∂µFµν (1) + Jν = 0 (61)

∂µFµν (2) = 0 (62)

∂µFµν (3) + λAµ
(1)Aµ(1)Aν (1) = 0 (63)

ただし，

Fµν
(i) = ∂µAν

(i) − ∂νAµ
(i), i = 1, 2, . . . (64)

である．式 (61)の微分を取ると

∂νJν = 0 (65)

を得る．外部電流が保存していない場合には，矛盾する等式を導き，摂動展開 (60)を行うことが出来ない．
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素朴な摂動展開 (60)が破綻している原因はベクトル場の成分をすべて同じように扱って摂動展開を行っ
ているためである．ベクトル場をスピン射影演算子 P (1−), P (0+) 9 を用い 2つの部分に分けて考える．

Aµ = P Aµ + GAµ, ただし, P Aµ = P (1−)µνAν , GAµ = P (0+)µνAν . (66)

電磁理論では，P Aµ が物理的成分であり，GAµ がゲージ変換に対応する成分である．場の強さは

　 Fµν = ∂µ
P Aν − ∂µ

P Aν (67)

と表される．場の方程式はこの分解により

∂µFµν + P (1−)νρ(λ(AµAµ)Aρ) + eP (1−)νρJ
ρ = 0, (68)

P (0+)νρ(λ(AµAµ)Aρ) + eP (0+)νρJ
ρ = 0 (69)

となる．これより，P Aµ が (68)より，GAµ が式 (69)より決定されると考えることにより，摂動展開を定
めることが出来る．次の摂動展開を仮定する．

　 Aµ =
∞∑

i=1

ρi(GAµ
(i) + GAµ

(i)) (70)

ただし，ρ = e1/3 である．ρの各次数で等式 (68), (69)が成立すると考えると，ρの 3次までは

1次 : ∂µFµν (1) = 0, 0 = 0, (71)

2次 : ∂µFµν (2) = 0, 0 = 0, (72)

3次 : ∂µFµν (3) + P (1−)νρλ(Aµ
(1)Aµ(1))Aρ(1) + P (1−)νρJ

ρ = 0, (73)

　　 P (0+)νρ(Aµ
(1)Aµ(1))Aρ(1) + P (0+)νρJ

ρ = 0 (74)

となり，1次の式で P Aµ(1)が，2次の式で P Aµ(2)が，3次の式で P Aµ(3)と GAµ(1)が決定される．以下同様

に，i次の式（これは未知の変数に対し線形である）で P Aµ(i)とGAµ(i−2)が決定される．特に，P Aµ(1) = 0，
P Aµ(2) = 0のとき

∂µFµν (3) + λP (1−)νρ(GAµ
(1)GAµ(1)GAρ(1)) + P (1−)νρJ

ρ = 0, (75)

λP (0+)νρ(GAµ
(1)GAµ(1)GAρ(1)) + P (0+)νρJ

ρ = 0. (76)

Aµ
(1)を除く成分は，線形の微分方程式を解くことによって決定される．電流から決まる成分以外は零とす

ると次の表にのように各次数の項が定まる．

次数 0 1 2 3 4 5 · · · 2k+1 2k+2 · · ·
GAµ 0 * 0 * 0 * · · · * 0 · · ·
P Aµ 0 0 0 * 0 * · · · * 0 · · ·

ここで記号*は電流を起源にして零以外の値を持つ成分を示している．2k + 1次までの式を解くことによっ
て，P Aµ

(2k+1) と GAµ
(2k−1) が決まる．

この摂動解を求める場合の困難は Aµ
(1) の決定方程式を解くことにある．以下では，一様な解について，

具体例を示す．解に対し，空間座標に依らないこと，空間成分に対し A1 = A2 = A3 = 0を要求する．外
部電流として

(J0, J1, J2, J3) = (ρ(x0), 0, 0, 0) (77)
9スピン射影演算子 P (1−), P (0+) は運動量空間において

P (1−)kk′ = ηkk′ −
kkkk′

k2
, P (0+)kk′ =

kkkk′

k2

で定義され，P (1−)P (1−) = P (1−), P (0+)P (0+) = P (0+), P (1−)P (0+) = P (0+)P (1−) = 0, P (1−) + P (0+) = Id を満た
す．ここで，Id はベクトルに対する恒等演算子である．
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を考える．このとき，

　∂µJµ = ∂0ρ(x0) (78)

となり，外部電流は非保存性を示す．このとき，”ゲージ”成分を

(A0, A1, A2, A3) = (∂0Λ(x0), 0, 0, 0) (79)

と置くと”ゲージ”成分の決定方程式 (76)は

3λ(∂0Λ(x0))2∂0
2Λ(x0) + ∂0ρ(x0) = 0 (80)

となり，

Λ(x0) =
1
3
√

λ

∫
3
√
−ρ(x0) + C1λdx0 + C2 (81)

を得る．これより，有効電流は (定数, 0, 0, 0)となり，保存則を満たす．ただし，この定数は積分定数より
決まる．

6 摂動解の存在性

先に述べた Lorentzゲージ場の方程式の摂動展開は源の性質と付加的な”ゲージ”自由度の有無にも関係
しているので，パラメータ条件と源の性質に関する場合分けを行い，異なる摂動展開を考える必要がある．

また，そのそれぞれの場合について摂動解の存在性を調べなければならない．

ここでは，パラメータ条件 α + 2a/3 = β − 2a/3 = γ + 3a/2 = 0のみが満たされており，バラメータ
ai(i = 1 ∼ 6)相互に特別な関係が存在しない場合を議論する．
この場合，Lorentzゲージ場の”ゲージ”成分 GAklm = ∂mλkl が前節の式 (76)に相当する式から決定さ

れなければならない．この”ゲージ”成分の決定方程式は λkl についての 2階の非線形偏微分方程式である．
この式の初期値問題を考える．λkl と ∂0λkl の時間発展方程式として整理しなおす．いま，

φ = (φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6) = (∂0λ01, ∂0λ02, ∂0λ03, ∂0λ12, ∂0λ13, ∂0λ23),　 (82)

S = (S1, S2, S3, S4, S5, S6) = (∂µS01µ, ∂µS02µ, ∂µS03µ, ∂µS12µ, ∂µS13µ, ∂µS23µ) (83)

とおくと

Mij∂0φj + Ni + Si = 0 (84)

のように決定方程式表すことができる．ここで，Mij は λkl と ∂0λkl の ai を係数とする 2次式であり, Ni

は同様な 3 次式である．この Mij が可逆であることが可解であるための条件である．数式処理システム

（Maple9.5, メモリー 2Gバイト）を用いてMij を求めた．detM を計算し，因数分解すれば解を持つため

の条件が得られる。しかし, det M の計算は，メモリー不足のため，直接には行えなかった．ai (i = 1 ∼ 6)
に次の条件を課して計算した場合はいずれも det M 6= 0であった．

条件 1： a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = k, a5 = −k, a6 = 0 (85)

条件 2： a1 = 0, a2 = 0, a3 = k, a4 = −2k, a5 = 0, a6 = 0 (86)

これらの結果よりほとんどのバラメータ範囲で局所的に解を持つことが分かる．

7 まとめ

Lorentzゲージ場が無質量モードを持ち，一般的な源と相互作用をしている場合において，Lorentzゲー
ジ場の方程式の無矛盾な摂動展開を与えた．そこで，自己相互作用まで含めた源の拘束条件により，場の方

程式の線形部分がもつ対称性に対応する Lorentzゲージ場の成分が固定されうることをみた．しかし，す
べてのパラメータ，すべての源についての摂動展開を調べたわけではない．これらの調査は今後の課題であ

る．さらに，自己相互作用まで含めた源の拘束条件から固定された Lorentzゲージ場の成分の物理的な影響
を調べることは新しい現象を予言するかもしれない魅力のある課題である．
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Appendix A 場の強さの規約成分

4 脚場の強さ Cklm の規約成分は次のように定義される．




TCklm = C(kl)m − 1
3 (ηkl

V Cm − ηm(k
V Cl)) ,

V Ck = Cl
lk ,

ACk = 1
6εklmnClmn .

(87)

ただし，εklmn は Minkowski時空での完全反対称テンソルであり，ε0123 = 1 としている．Lorentzゲージ
場の強さ Fklmn の規約成分は次のように定義される．





Aklmn = Fklmn − Fkmln + Fknlm + Flmkn − Flnkm + Fmnkl ,

Bklmn = Dklmn + Dmnkl −Dknlm −Dlmkn ,

Cklmn = Dklmn −Dmnkl ,

Ekl = 2F[kl] ,

Gkl = 2F(kl) − 1
2ηklF ,

F = Fkl
kl .

(88)

ただし，

Dklmn = Fklmn − 1
2
(ηkmFln + ηlnFkm − ηlmFkn − ηknFlm) +

1
6
(ηkmηln − ηlmηkn)F , (89)

Fkl = Fkml
m (90)

である．

Appendix B Lorentzゲージ場のスピン射影演算子

Lorentzゲージ場のスピン射影演算子の定義として Neville 3) の定義を採用する．まず，Lorentz ゲージ
場 Aklm を既約成分で表す．

Aklm =
4
3

Tm[lk] +
2
3

ηm[lVk] +
1
2

εklmnAn . (91)

ここで，Aklmの既約成分 Tklm，Vk，Ak の定義は式 (87)と同様である．Aklmをこれらの項に射影する演

算子，つまり

[PT A]klm =
4
3

Tm[lk] , [PV A]klm =
2
3

ηm[lVk] , [PA A]klm =
1
2

εklmnAn (92)

を満たす演算子は




PTklmk′l′m′ =
1
3
(2ηk[k′ηll′]ηmm′ − ηm[k′ηkl′]ηlm′ − ηl[k′ηml′]ηkm′

−ηk[k′ηlmηl′]m′ + ηkmηl[k′ηl′]m′) ,

PV klmk′l′m′ =
1
3
(ηk[k′ηlmηl′]m′ − ηkmηl[k′ηl′]m′) ,

PAklmk′l′m′ =
1
3
(ηk[k′ηll′]ηmm′ + ηm[k′ηkl′]ηlm′ + ηl[k′ηml′]ηkm′)

(93)

と表される．これらの射影演算子はさらに

PT = PT (2+) + PT (2−) + PT (1+) + PT (1−) , (94)

PV = PV (1−) + PV (0+) , (95)

PA = PA(1+) + PA(0−) (96)
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とスピン射影演算子に分解される．運動量空間でのスピン射影演算子の定義は以下の通りである．




PT (2+)klmk′l′m′ =
1
2
[θkpωlqθmr + ωkpθlqθmr

+θmpωlqθkr + ωkpθmqθlr]PT
pqr

k′l′m′ ,

PT (2−)klmk′l′m′ = [θkpθlqθmr − 1
2
θkmθprθlq − 1

2
θkpθlmθqr]PT

pqr
k′l′m′ ,

PT (1+)klmk′l′m′ =
1
2
[θkpωlqθmr + ωkpθlqθmr

−θmpωlqθkr − ωkpθmqθlr + 2θkpθlqωmr]PT
pqr

k′l′m′ ,

PT (1−)klmk′l′m′ = [θkpωlqωmr + ωkpθlqωmr

+
1
2
θkmθprθlq +

1
2
θkpωlmθqr]PT

pqr
k′l′m′ ,

PV (1−)klmk′l′m′ =
1
3
(ηlmθk[k′ηl′]m′ − ηkmθl[k′ηl′]m′) ,

PV (0+)klmk′l′m′ =
1
3
(ηlmωk[k′ηl′]m′ − ηkmωl[k′ηl′]m′) ,

PA(1+)klmk′l′m′ = (ηkpωlqηmr + ωkpηlqηmr + ηkpηlqωmr)PA
pqr

k′l′m′ ,

PA(0−)klmk′l′m′ = θkpθlqθmrPA
pqr

k′l′m′ .

(97)

θkk′ , ωkk′ は運動量空間において

θkk′ = ηkk′ − kkkk′

k2
, ωkk′ =

kkkk′

k2
(98)

で定義されているものとする. (97)の演算子 PX(Sp)，PY (T q)に対し，

PX(Sp)PY (T q) = δXY δST δpqPX(Sp) , (99)

が成立する．また，

A = [PT + PV + PA]A

= [PT (2+) + PT (2−) + PT (1+) + PT (1−) + PV (1−) + PV (0+) + PA(1+) + PA(0−)]A (100)

を満たす．

場の方程式はこれらの演算子のみでは表すことが出来ないので，さらに演算子




P12(1+)klmk′l′m′ =
3√
2
PT (1+)klmpqrη

pp′ηqq′ωrr′PA(1+)p′q′r′k′l′m′ ,

P21(1+)klmk′l′m′ =
3√
2
PA(1+)klmpqrη

pp′ηqq′ωrr′PT (1+)p′q′r′k′l′m′ ,

P12(1−)klmk′l′m′ = −√2PT (1−)klmpqrω
prηqq′ηp′r′PV (1−)p′q′r′k′l′m′ ,

P21(1−)klmk′l′m′ = −√2PV (1−)klmpqrη
prηqq′ωp′r′PT (1−)p′q′r′k′l′m′

(101)

を導入する．これら 4 個の演算子と

P11(1+) = PT (1+) , P22(1+) = PA(1+) , P11(1−) = PT (1−) , P22(1−) = PV (1−) (102)

に対して，

Pik(1±)Pk′j(1±) = δkk′Pij(1±) (103)

という関係式が成立する．ただし，i, j, k, k′ は 1, 2を表す．
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Lorentzゲージ場のすべての質量項がない場合，即ち，α + 2a/3 = β − 2a/3 = γ + 3a/2 = 0が満たされ
ている場合には，スピン射影演算子





PH(1+) =
1
3
{PT (1+)−

√
2P12(1+)−

√
2P21(1+) + 2PA(1+)} ,

PH(1−) =
1
3
{PT (1−) +

√
2P12(1−) +

√
2P21(1−) + 2PV (1−)} ,

PG(1+) =
1
3
{2PT (1+) +

√
2P12(1+) +

√
2P21(1+) + PA(1+)} ,

PG(1−) =
1
3
{2PT (1−)−

√
2P12(1−)−

√
2P21(1−) + PV (1−)}

(104)

を導入しておくと便利である．この場合の場の方程式はスピン射影演算子，PT (2±)，PH(1±)，PA(0+)，
PV (0−)で表すことが出来る．また, 新しいスピン射影演算子の組，{PT (2±)，PH(1±)，PG(1±)，PA(0+)，
PV (0−)}は完全である．つまり，

[PT (2+) + PT (2−) + PH(1+) + PH(1−) + PG(1+) + PG(1−) + PA(0+) + PV (0−)]A = A (105)

を満たす．さらに，その要素 PX(Sp)，PY (T q)は

PX(Sp)PY (T q) = δXY δST δpqPX(Sp) (106)

を満たす．このスピン射影演算子の組は Sezgin4) のものと同じものである．
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