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Abstract

　 The Lagrangian of Poincaré gauge theory is fourth degree in Lorentz gauge fields.

It may be possible that some components have non-zero vacuum expected values. In

the case with the Minkowski metric, we investigate the vacuum expected values of

vector components of Lorentz gauge fields. It is found the condition for which some

components have non-zero vacuum expected values. And we examine the vacuums

in the cases where canonical energy is positive and masses are real in the free field

approximation.
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1 はじめに

ポアンカレゲージ理論 1, 2)は，推進変換，ローレ

ンツ変換を局所対称性として持つゲージ理論である．

局所対称性を保証する場として四脚場とローレンツ

ゲージ場を有し，一般的に定式化されている．その

ため，10個のパラメータを含み，多くの重力理論を

含む理論的な枠組みを与える．弱場近似で，伝播す

るモードの研究 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9)が行われ，パラメータ

にいくつかの制限が付けられたが，多くのパラメー

タが未定のまま残っている．

ところで，この理論は，ローレンツゲージ場につ

いて，2次と 4次の項を含むため，場が真空期待値

を持つ可能性がある．予備的な研究として，前論文
10, 11)では，ローレンツゲージ場について，正準エネ

ルギーの下への有界性と，スピンパリティJP = 0±

成分について，真空期待値を調べた．その結果，i)
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オフシェル (運動方程式を課さない場合) で正準エ

ネルギーの下への有界性が無いこと，ii) 正準エネル

ギーの運動項の正値性を課したとき，スピンパリティ

JP = 0± 成分のオンシェル (運動方程式を満たす場

合)での正準エネルギーはすべて零以上であり，こ

の成分の真空期待値が零であることを示した．本研

究では，ベクトル，軸性ベクトル成分について，同

様の解析を行い，真空期待値を調べる．

本論文の構成は次の通りである．第 2 節では，理

論の定式化を行う．具体的には，ポアンカレゲージ

理論のラグランジュアン密度，場の方程式，正準エネ

ルギーを示す．第 3 節では，ベクトル，軸性ベクト

ル成分について，真空解の候補を求め，その正準エ

ネルギー密度を計算する．第 4 節では，宮本らが求

めた可能な理論のリストについてコメントする．第

5 節で結論をまとめ，今後の課題を示す．Appendix

には，宮本らが求めた可能な理論のリストとその真

空についての解析結果を示す．
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2 ポアンカレゲージ理論

ポアンカレゲージ理論の定式化は，前論文 10, 11)

で行っているので，簡単に概要を記す．詳細は文献

4) を参照せよ．本理論は推進変換とローレンツ変換

を局所化したゲージ理論であり，四脚場 bk
µ, ローレ

ンツゲージ場 Akl
µ が導入される．4 脚場と ローレ

ンツゲージ場の 1 階微分について高々 2 次で，空間

反転に対し不変であり，宇宙項のない，最も一般的

な作用積分は

I =

∫
d4x(LM + LG), (1)

LM = bL0(q
A, Dkq

A),　 (2)

LG = b(α TCklm T Cklm + β V Ck V Ck

+γ ACk ACk + a1AklmnA
klmn

+a2BklmnB
klmn + a3CklmnC

klmn

+a4EklE
kl + a5GklG

kl + a6F
2

+aF ) (3)

で与えられている 1．α，β，γ，a と ai (i = 1 ∼ 6)

は任意のパラメータである．物質場 qA(x) (A =

1, 2, · · · , N) のラグランジュアン密度 LM は，特殊

相対論での物質場のラグランジュアン密度 L0 =

L0(q
A, qA,µ) において物質場の微分 qA,µ

2 を共変

微分

　Dkq
A = bk

µ

(
qA,µ − i

2
Akl

µ(Sklq)
A

)
(4)

に置き換えたものである．ここで，(Skl)
A
B は物質

場 qAのローレンツ変換の無限小生成演算子である．

さらに，作用積分に不変体積要素 b d4x が現れるよ

うにラグランジュアン密度に b = − det bkµ を含む．

ただし，4 脚場 bk
µ の双対場 bkµ は

　 bkµb
lµ = δk

l, bkµb
kν = δµ

ν (5)

で定義される．ゲージ場のラグランジュアン密度LG

は， 4 脚場の強さ，ローレンツゲージ場の強さ 3

Cklm = 2bkνb[l
µbm]

ν
,µ − 2Ak[lµbm]

µ , (6)

Fklmn = 2b[n
µbm]

ν(Aklν,µ −ApkµA
p
lν) (7)

の規約成分 TCklm, V Ck, ACk, Aklmn, Bklmn, Cklmn,

Ekl, Gkl, F で与えられている．規約成分の定義は

論文 4)を参照せよ．局所推進変換（一般座標変換）

と局所ローレンツ変換も論文 4)を参照せよ
1ラテンの添え字 k, l,m, · · · は，ミンコフスキー計量 (ηkl) =

diag(−1, 1, 1, 1) と (ηkl) = (ηkl)
−1 を用いて上げ下げをする．

この論文では主に論文 4) の記号法を用いる．
2qA の微分 ∂qA/∂xµ を ∂µqA または qA,µ と略記する．
3共変微分Dkの交換関係はDkDl−DlDk = i

2
FmnklS

mn+
Cm

klDm となる．

ラグランジュアン密度 LG(3)の 4 つのローレン

ツ変換に対する不変量，T Cklm T Cklm, V Ck V Ck,
ACk ACk, F は ローレンツゲージ場の 2 次の項を

含むので ローレンツゲージ場は質量を持つことが出

来る．ローレンツゲージ場の 2次の項の係数が正で

あれば，零でない真空期待値を持ち，ローレンツ変

換対称性の自発的破れが生じる可能性がある．不定

計量のため，質量項が零でなければ常にこの可能性

がある．本論文では，ベクトル成分と軸性ベクトル

成分について，質量項が零でない条件，

β̃ ≡ β − 2

3
a ̸= 0, γ̃ ≡ γ +

3

2
a ̸= 0 (8)

を仮定する．

作用積分 (1)より，bkµ に対する場の方程式は

(M)

T
kµ = −2bl

µbm
νDνI

klm − 2bl
µ V CmIklm

+bpµ CplmIklm − 2bp
µ ClmkIplm

−2bp
µFlmn

kH lmnp + bkµLG/b (9)

となり，Aklµ に対する場の方程式は

(M)

S
klµ = −4bmµbn

νDνH
klmn−2brµ CrnmHklmn

−4bm
µ V CnHklmn − 4bm

µI [kl]m (10)

となる．ただし，Hklmn，Iklm，
(M)

T kµ，
(M)

S klµ，

DµI
klm，DµH

klmn は

Hklmn = 12a1A
klmn + 8a2B

[kl][mn]

+4a3C
klmn

+2a4(E
k[mηn]l − El[mηn]k)

+2a5(G
k[mηn]l −Gl[mηn]k)

+2a6Fηk[mηn]l

+aηk[mηn]l , (11)

Iklm = 2α TCk[lm] + 2βηk[l V Cm]

+
1

3
γϵrklm ACr , (12)

(M)

T
kµ = bl

µ ∂LM

∂DlqA
(Dkq)

A−bkµLM ,(13)

(M)

S
klµ =

∂LM

∂qA,µ

i(Sklq)A , (14)

DµI
klm = Iklm,µ −Ak

pµI
plm

−Al
pµI

kpm −Am
pµI

klp , (15)

DµH
klmn = Hklmn

,µ −Ak
pµH

plmn

−Al
pµH

kpmn −Am
pµH

klpn

−An
pµH

klmp (16)

と定義されている．
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また，ゲージ場の正準エネルギーH =
∫
Hd3xを

与える正準エネルギー密度Hは

H = 2bIklmbl
αbm

0bkα,0

+2bHklmnbm
αbn

0Aklα,0 − LG (17)

である．

3 ローレンツゲージ場のベクトル，軸性ベクトル

成分の真空期待値

真空は，運動方程式の解のうち，場の値が座標に

依らないものであり，最小のエネルギーを持つ解で

あると考える．さらに，四脚場の重力場成分 ck
µ =

bk
µ − δµk は無視でき，ローレンツゲージ場はベクト

ル，軸性ベクトル成分のみを持つと仮定する．つま

り，場は

qA(x) = 0, (18)

bk
µ(x) = δµk , (19)

Aklm(x) =
1

3
(Vkηlm − Vlηkm)

+
1

2
ϵklmnA

n (20)

で与えられるとする．ここで，V,Aは座標に依らな

い定数ベクトルである．

このとき，ゲージ場のラグランジュアン (3)は

LG = β̃VkV
k +

4

27
(a5 + 3a6) (VpV

p)2

+ γ̃AkA
k +

3

4
(a5 + 3a6) (ApA

p)2

− 8

9
(27a1 + a3 + a5)(V

pAp)
2

+
2

9
(−8a3 + a5 − 9a6)VpV

pAqA
q (21)

となる．正準エネルギー密度H(17)は，

H = −LG (22)

となる．

場の方程式は

0 =
∂LG

∂Vk

=
{
β̃ +

8

27
(a5 + 3a6)VpV

p

+
2

9
(−8a3 + a5 − 9a6)ApA

p
}
2V k

−16

9
(27a1 + a3 + a5)(V

pAp)A
k, (23)

0 =
∂LG

∂Ak

=
{
γ̃ +

3

2
(a5 + 3a6)ApA

p

+
2

9
(−8a3 + a5 − 9a6)VpV

p
}
2Ak

−16

9
(27a1 + a3 + a5)(V

pAp)V
k (24)

となる．式 (23)×Ak と式 (24)×Vk より

0 =
{
β̃ +

8

27
(a5 + 3a6)VpV

p

+
1

3
(−72a1 − 8a3 − 2a5 − 6a6)ApA

p
}
V kAk,

(25)

0 =
{
γ̃ +

3

2
(a5 + 3a6)ApA

p

+
1

3
(−72a1 − 8a3 − 2a5 − 6a6)VpV

p
}
V kAk.

(26)

この結果より，場合分け i) V kAk = 0，ii) V kAk ̸= 0

を考える．

i) V kAk = 0のとき，場の方程式は

0 =
{
β̃ +

8

27
(a5 + 3a6)VpV

p

+
2

9
(−8a3 + a5 − 9a6)ApA

p
}
V k, (27)

0 =
{
γ̃ +

3

2
(a5 + 3a6)ApA

p

+
2

9
(−8a3 + a5 − 9a6)VpV

p
}
Ak (28)

となる．ここで，V,Aベクトルが零ベクトルである

か否かの場合分けにより，次の 4タイプの解が存在

することが分かる．

[i1] : Vk = 0, Ak = 0, V kAk = 0. (29)

[i2] : a5 + 3a6 ̸= 0,

V kVk = −27

8

β̃

a5 + 3a6
, Ak = 0, V kAk = 0.

(30)

[i3] : a5 + 3a6 ̸= 0,

Vk = 0, AkAk = −2

3

γ̃

a5 + 3a6
, V kAk = 0.

(31)

V,Aベクトルが共に零ベクトルでない場合は，行列

M ≡

(
8
27 (a5 + 3a6) c1

c1
3
2 (a5 + 3a6)

)
(32)

ただし，c1 ≡ 2

9
(−8a3 + a5 − 9a6)
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の行列式 D ≡ detM = 32
81 (−2a3 + a5)(4a3 + a5 +

9a6)の値によって解が分類される．

[i4a] : (−2a3 + a5)(4a3 + a5 + 9a6) ̸= 0,(
V kVk

AkAk

)
= −M−1

(
β̃

γ̃

)
, V kAk = 0

(33)

[i4b] : −2a3 + a5 = 0, β̃ +
4

9
γ̃ = 0,

AkAk =
4

9
V kVk − 2

3

γ̃

a5 + 3a6
, V kAk = 0.

(34)

[i4c] : 4a3 + a5 + 9a6 = 0, β̃ − 4

9
γ̃ = 0,

AkAk = −4

9
V kVk − 2

3

γ̃

a5 + 3a6
, V kAk = 0.

(35)

ii) V kAk ̸= 0のとき，式 (25)と式 (26)から

0 = β̃ +
8

27
(a5 + 3a6)VpV

p

+
1

3
(−72a1 − 8a3 − 2a5 − 6a6)ApA

p (36)

0 = γ̃ +
3

2
(a5 + 3a6)ApA

p

+
1

3
(−72a1 − 8a3 − 2a5 − 6a6)VpV

p (37)

を得る．行列M ′ を

M ′ ≡

(
8
27 (a5 + 3a6) c2

c2
3
2 (a5 + 3a6)

)
(38)

ただし，c2 ≡ 1

3
(−72a1 − 8a3 − 2a5 − 6a6)

と定義すると，D′ ≡ detM ′ = −32
9 (9a1+a3)(18a1+

2a3 + a5 + 3a6)である．解はD′の値によって分類

される．

[iia] : (9a1 + a3)(18a1 + 2a3 + a5 + 3a6) ̸= 0,

27a1 + a3 + a5 ̸= 0,(
V kVk

AkAk

)
= −(M ′)−1

(
β̃

γ̃

)
. (39)

[iib] : 9a1 + a3 = 0, β̃ +
4

9
γ̃ = 0,

AkAk =
4

9
V kVk − 2

3

γ + 3
2

a5 + 3a6
. (40)

[iic] : 18a1 + 2a3 + a5 + 3a6 = 0, β̃ − 4

9
γ̃ = 0,

AkAk = −4

9
V kVk − 2

3

γ + 3
2

a5 + 3a6
. (41)

ただし，27a1 + a3 + a5 ̸= 0のとき，さらに，解に

対する条件

Ak =
ApAp

V qAq
V k =

ApVp

V qVq
V k = ±

√
ApAp

V qVq
V k (42)

が付加される．

当然ながら，場の方程式はエネルギー密度Hの停
留値を与える条件となっている．正準エネルギー密

度H(22)は，それぞれの解に対し，

H =



0, [i1]
27
16

β̃2

a5+3a6
, [i2]

1
3

γ̃2

a5+3a6
, [i3]

1
2

(
β̃ γ̃

)
M−1

(
β̃

γ̃

)
, [i4a]

1
3

γ̃2

a5+3a6
, [i4b], [i4c]

1
2

(
β̃ γ̃

)
(M ′)−1

(
β̃

γ̃

)
, [iia]

1
3

γ̃2

a5+3a6
, [iib], [iic]

(43)

である．また，解 [i4a], [iia]に対するエネルギー密

度H[i4a],H[iia]は式 (32),(38)より

H[i4a] (44)

= −3{81(a5 + 3a6)β̃
2 + 24(8a3 − a5 + 9a6)β̃γ̃

+ 16(a5 + 3a6)γ̃
2}

/{128(2a3 − a5)(4a3 + a5 + 9a6)},

H[iia] (45)

= −{81(a5 + 3a6)β̃
2

+ 72(36a1 + 4a3 + a5 + 3a6)β̃γ̃

+ 16(a5 + 3a6)γ̃
2}

/{384(9a1 + a3)(18a1 + 2a3 + a5 + 3a6)}.

自明な真空解のエネルギー密度 H は零であるか
ら，H < 0を満たす解が存在すれば，理論は自明で

ない真空を持ち，ローレンツ変換の対称性が自発的

に破れることになる．

4 可能な理論

宮本ら 4) は，自由場近似で，すなわち，ローレン

ツゲージ場のみの線形近似 (弱場近似)で運動方程式

を扱い，伝播するモードとそのエネルギーを調べて

いる．その結果，理論に含まれるモードがすべて正

の質量を持ち，そのモードが正のエネルギーを持つ

条件を得て，さらに，可能な理論のリスト 4を作成

している．場の変数の取り方を変えた解析 3)や，伝
4ただし，ローレンツゲージ場の 3つの質量項はすべて零では

ないとしている．
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播関数の解析 5)によっても，同様な結論，リストを

得ている．しかし，これらの研究は自明な真空から

の励起を扱うものであり，自明でない真空を持つ場

合，再考する必要がある．自明でない真空は，大域

的ローレンツ変換の対称性を自発的に破っているの

で，通常は理論的興味の対象外である．

以下で，文献 4)で提示されている可能な理論に

ついて，コメントする (Appendix参照)．

case(I)は，(9a1+a3)(18a1+2a3+a5+3a6) ̸= 0

のとき，自明な真空をもつ条件,H[iia] > 0が加わる．

case(II-1)，case(III-3)，case(IV-2)は，非自明な

真空を持つ．これらの caseでは，条件 a5 +3a6 = 0

が仮定されているが，これは

(9a1 + a3)(18a1 + 2a3 + a5 + 3a6)

= 2(9a1 + a3)
2 > 0 (46)

を与え，解 [iia]が存在する．H[iia]を計算すると，

これらの場合に

H = −3

8

β̃γ̃

9a1 + a3
(47)

であることが分かる．3つの caseとも，β̃ < 0, γ̃ >

0, 9a1+a3 < 0の条件が与えられているため，H < 0

を導き，自明でない真空を持つ．

case(II-2)，case(III-1)，case(IV-1)では，(−2a3+

a5)(4a3+a5+9a6) ̸= 0のとき，解 [i4a]を持つ．よっ

て，このとき，自明な真空に対する条件H[i4a] > 0

が加わる．

case(III-2),case(IV-3) では，(−2a3 + a5)(4a3 +

a5+9a6) ̸= 0のとき，解 [i4a]を，(9a1+a3)(18a1+

2a3 + a5 + 3a6) ̸= 0のとき，解 [iia]を持ち，条件

H[i4a] > 0,H[iia] > 0が，それぞれの場合に加わる．

これらの，理論への新しい制限は，ベクトルと軸

性ベクトルが結合した真空解からもたらされたもの

である．

5 おわりに

ローレンツゲージ場の正準エネルギー密度を，場

が座標によらない場合について調べ，零ではない真

空期待値を持つための条件を調べた．宮本らの可能

な理論のリストのうち 3つの場合において，非自明

な真空を持つことを示した．

本論文ではローレンツゲージ場のベクトル成分の

みを扱ったが，このゲージ場はテンソル成分も持っ

ている．ベクトルと軸性ベクトルが結合した真空解

が理論を制限する新たな条件となったことを考える

と，テンソル成分を考えることは，理論に対しさら

に厳しい制限を与えると期待される．
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Appendix

第 4節で調べた可能な理論のパラメータ条件，伝播モード，解析結果 (対称性の破れ)を表に示す。

表 1 文献 4)の可能な理論と対称性の破れ

Case パラメータ条件 (文献 4)より) 伝播モード 対称性

の破れ

I α+ β ̸= 0, α− 4
9γ ̸= 0, 0−, 0+. 無

a4 + a5 = 0, 2a3 + a4 = 0, 6a2 + a5 = 0, 3a2 + a3 = 0, ただし

β̃ > 0, a5 + 3a6 > 0, γ̃ > 0, 9a1 + a3 < 0. 条件付

II-1 α+ β = 0, α− 4
9γ = 0, 0+, 2−. 有

a5 + 3a6 = 0, 3a2 + a3 = 0,

γ̃ > 0, 9a1 + a3 < 0, α̃ > 0, 6a2 + a5 > 0.

II-2 α+ β = 0, α− 4
9γ = 0, 0−, 2+. 無

9a1 + a3 = 0, 6a2 + a5 = 0, ただし

β̃ > 0, a5 + 3a6 > 0, α̃ < 0, 3a2 + a3 < 0. 条件付

III-1 α+ β = 0, α− 4
9γ ̸= 0, 0−, 1+, 2+. 無

9a1 + a3 = 0, 6a2 + a5 = 0, ただし

β̃ > 0, a5 + 3a6 > 0, (α− 4
9γ)α̃γ̃ < 0, 2a3 + a4 > 0, 条件付

α̃ < 0, 3a2 + a3 < 0.

III-2 α+ β = 0, α− 4
9γ ̸= 0, 0−, 0+, 2+. 無

2a3 + a4 = 0, 6a2 + a5 = 0, ただし

β̃ > 0, a5 + 3a6 > 0, γ̃ > 0, 9a1 + a3 < 0, 条件付

α̃ < 0, 3a2 + a3 < 0.

III-3 α+ β = 0, α− 4
9γ ̸= 0, 0+, 1+, 2−. 有

a5 + 3a6 = 0, 3a2 + a3 = 0,

γ̃ > 0, 9a1 + a3 < 0, (α− 4
9γ)α̃γ̃ < 0, 2a3 + a4 > 0,

α̃ > 0, 6a2 + a5 > 0.

IV-1 α+ β ̸= 0, α− 4
9γ = 0, 0−, 1−, 2+. 無

9a1 + a3 = 0, 6a2 + a5 = 0, ただし

β̃ > 0, a5 + 3a6 > 0, (α+ β)α̃β̃ < 0, a4 + a5 < 0, 条件付

α̃ < 0, 3a2 + a3 < 0.

IV-2 α+ β ̸= 0, α− 4
9γ = 0, 0+, 1−, 2−. 有

a5 + 3a6 = 0, 3a2 + a3 = 0,

γ̃ > 0, 9a1 + a3 < 0, (α+ β)α̃β̃ < 0, a4 + a5 < 0,

α̃ > 0, 6a2 + a5 > 0.

IV-3 α+ β ̸= 0, α− 4
9γ = 0, 0−, 0+, 2−. 無

a4 + a5 = 0, 3a2 + a3 = 0, ただし

β̃ > 0, a5 + 3a6 > 0, γ̃ > 0, 9a1 + a3 < 0, 条件付

α̃ > 0, 6a2 + a5 > 0.
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